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Факультет математики та iнформатики:
iсторiя та сьогодення

Факультет математики та iнформатики розмiщується у найстарiшому кор-
пусi Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича, в якому
4 жовтня 1875 року вiдбувся урочистий акт вiдкриття унiверситету.

Викладання математичних дисциплiн у Чернiвецькому унiверситетi розпо-
чалося у груднi 1876 року. Саме тодi на фiлософському факультетi почав фун-
кцiонувати семiнар з математики i математичної фiзики. Вiдповiдальним за
напрям математики був екстраординарний професор математики Леопольд Ґе-
генбауер (1849–1903), член-кореспондент Австрiйської АН (1893), якого згодом
на цiй посадi змiнив Ґустав фон Ешерiх (1849–1935), член-кореспондент Ав-
стрiйської АН (1885). У 1883–1886 рр. посаду екстраординарного професора
математики в унiверситетi займав Адольф Мiготi (1850-1886).

Вперше у 1887 роцi в унiверситетi з’явилася посада ординарного професо-
ра математики, яку обiймав Антон Пухта (1851–1903). У Чернiвцях упродовж
1904–1907 рр.працювавi Роберт Даублебскi фон Штернек (1871–1928).

З 1907 по 1918 рiк посаду екстраординарного, а згодом ординарного про-
фесора математики Чернiвецького унiверситету обiймав вiдомий словенський
математик Йосип Племель (1873–1967), у 1912–1913 роках – декан фiлософсько-
го факультету, перший ректор Словенського унiверситету (1919), член Словен-
ської i Сербської АН, член-кореспондент Югославської АН. Вiн має вагомi до-
сягнення у теорiї функцiй, алгебрi i теорiї диференцiальних рiвнянь. За науковi
роботи в галузi iнтегральних рiвнянь i теорiї потенцiалу в 1911 роцi Йосип Пле-
мель отримав нагороду Наукового товариства принца Яблоновськi в Лейпцизi,
а в 1912 роцi – нагороду Рiчарда Лiбена Вiденського унiверситету.

Важливе мiсце в iсторiї унiверситету займає австрiйський математик Ганс
Ган (1879–1934), який з 1909 по 1916 рiк працював у Чернiвецькому унiверситетi
на посадi екстраординарного професора математики, був член-кореспондентом
Австрiйської АН, членом Нiмецької НАНЛеопольдина (1921). Вiн – спiвавтор
основоположних принципiв лiнiйного функцiонального аналiзу – теореми Гана-
Банаха про продовження лiнiйних функцiоналiв та принципу рiвномiрної обме-
женостi. Варто зазначити, що в лiтньому семестрi 1912 року функцiонував
спiльний науковий семiнар Ганса Гана, Йосипа Племеля та МiхаелаРадаковича.

У 1923 роцi фiлософський факультет подiлено на фiлософсько-фiлологiчний
i науково-природничий. На науково-природничому факультетi сформовано три
кафедри математичного спрямування: алгебри i теорiї функцiй, аналiтичної та
вищої геометрiї, диференцiального та iнтегрального числення.

Одним iз професорiв факультету тодi був румунський математикСимiон-
Стоїлов (1887–1961), який у 1923–1938 рр. очолював кафедру алгебри та теорiї
функцiй, а у 1925–1926 н.р. обiймав i посаду декана науково-природничого фа-
культету, член-корреспондент Румунської АН (1936) та дiйсний її член (1945).
У 1928–1940 рр. кафедрою аналiтичної i вищої геометрiї завiдував Мирон Нiко-
леску (1903–1975), член Французького i президент Румунського математичних
товариств, академiк Румунської АН (1955) i її президент (з 1966). У складi
факультету вiдкривається низка науково-дослiдних iнститутiв, лабораторiй та
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наукових семiнарiв. Фахiвець у галузi диференцiальної геометрiї Георгiй Врин-
чану з грудня 1929 року працював професором кафедри аналiтичної та вищої
геометрiї Чернiвецького унiверситету, а з лютого 1930 року – професором кафе-
дри диференцiального та iнтегрального числення. На всiх вiддiленнях науково-
природничого факультету нараховувалося 9 професорiв, 1 викладач, 12 аси-
стентiв, 5 керiвникiв курсових робiт студентiв i 2 лаборанти.

У серпнi 1940 року у результатi реорганiзацiї Чернiвецького унiверситету
утворено фiзико-математичний факультет, до складу якого увiйшли двi кафе-
дри – алгебри та геометрiї (перший завiдувач – Юрiй Кiкець, завiдувачами
у рiзнi роки були – Микола Бєляєв, Михайло Фаге, Юрiй Ястребов, Василь
Мартинюк, Роман Домбровський, Василь Городецький) та математичного ана-
лiзу (перший завiдувач – Микола Боголюбов, член-кореспондент АН України,
завiдувачами у рiзнi роки були Олександр Бобров, Михайло Фаге, Юрiй Валi-
цький, Василь Рубаник, Карл Фiшман, Микола Нагнибiда, Йосип Кушнiрчук,
Павло Настасiєв, Володимир Маслюченко), а у 1946 роцi на факультетi ство-
ренокафедру диференцiальних рiвнянь (перший завiдувач – Микола Сiмонов,
завiдувачами у рiзнi роки були Василь Рубаник, Самуїл Ейдельман, Степан
Iвасишен, Михайло Матiйчук, Iван Пукальський).

До унiверситету тодi за направленнями приїхали працювати вченi з провiд-
них закладiв вищої освiти: член-кореспондент АН України Микола Боголюбов,
Микола Сiмонов, Олександр Бобров, Микола Беляєв, Михайло Фаґе, Юхим
Круг. Згодом до них приєдналися Василь Рубаник та випускники ЧДУ Карл
Фiшман, Самуїл Ейдельман. Їх зусиллями були закладенi основи наукових до-
слiджень на факультетi. Вони виявили високий рiвень науково-педагогiчної дi-
яльностi i вимогливiсть як до якостi занять, так i до знань студентiв.

У першi повоєннi роки на окремих курсах математичного вiддiлення на-
вчалося всього по декiлька студентiв. Так, у 1947 роцi дипломи отримали два
випускники, у тому числi Борис Трахтенброт, згодом вiдомий спецiалiст з ма-
тематичної логiки i алгоритмiчних мов. Серед двох випускникiв 1948 року був
i Самуїл Ейдельман – згодом видатний вчений, спецiалiст з теорiї диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними.

У червнi 1962 року за iнiцiативи професора Василя Рубаника на факультетi
створено кафедру прикладної математики i механiки (перший завiдувач – Ва-
силь Рубаник, завiдувачами у рiзнi роки були Василь Фодчук, Ярослав Бiгун,
Роман Петришин).

Математичний факультет виокремлено iз фiзико-математичного факульте-
ту у 1968 роцi, серед 44 викладачiв якого був 1 доктор фiзико-математичних
наук, професор i 17 кандидатiв фiзико-математичних наук, доцентiв.

У 1972 роцi на математичному факультетi створено кафедру математичних
проблем управлiння i кiбернетики (перший завiдувач – Василь Рубаник, завiду-
вачами у рiзнi роки були Марк Букатар, Микола Кириченко, Федiр Сопронюк,
Ярослав Дрiнь), у 1987 роцi – кафедру математичного моделювання (перший
завiдувач – Степан Iвасишен, завiдувачами у рiзнi роки були Iгор Черевко, Ла-
риса Пiддубна), а у 2000 роцi – кафедру математичної i прикладної статистики
(перший завiдувач – Михайло Свердан, на той час перший проректор Чернi-
вецького унiверситету, завiдувачами у рiзнi роки були Володимир Ясинський,
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Iгор Малик), яка у 2017 роцi була приєднана до кафедри математичного моде-
лювання.

На рiзних етапах розвитку математики у Чернiвецькому унiверситетi на
факультетi працювали професори Антон Васмут, Леопольд Ґегенбауер, Ґустав
фон Ешерiх, Адольф Мiготi, Антон Пухта, Роберт Даублебскi фон Штернек,
Йосип Племель, Ганс Ган, МiхаелРадакович, СимiонСтоїлов, ФлорiнВасiлеску,
Георгiй Вринчану, Мирон Нiколеску, Костянтин Первулеску, Штефан Петреску,
Тиберiу Поповiчiу, Дан Хулубей, Микола Боголюбов, Микола Сiмонов, Оле-
ксандр Бобров, Микола Беляєв, Михайло Фаґе, Юхим Круг, Карл Фiшман,
Самуїл Ейдельман, Василь Рубаник, Євген Царков, Василь Фодчук, Микола
Нагнибiда, Микола Кириченко, Михайло Матiйчук, Михайло Ленюк, Степан
Iвасишен, Володимир Ясинський, Михайло Свердан, Федiр Сопронюк, Володи-
мир Маслюченко, Василь Григоркiв.

Значний вклад у розвиток факультету внесли академiки НАН України, По-
чеснi доктори Чернiвецького унiверситету Анатолiй Самойленко (1938-2020),
Микола Перестюк та академiк НАН України Аркадiй Чикрiй.

У 2004 роцi математичний факультет перейменовано на факультет прикла-
дної математики, а в 2013 роцi – на факультет математики та iнформатики.

Деканами факультету за час його iснування були:
• у 1968–1995 роках – кандидат фiз.-мат. наук, доцент Володимир Крехiв-

ський,
• у 1995–1999 роках – кандидат фiз.-мат. наук, доцент Василь Мартинюк,
• у 1999–2005 роках – доктор фiз.-мат. наук, професор Роман Петришин (нинi

ректор Чернiвецького нацiонального унiверситету),
• у 2005–2019 роках доктор фiз.-мат. наук, професор Iгор Черевко,
• з 2019 року – доктор фiз.-мат. наук, професор Ольга Мартинюк.
Колектив факультету має загальновизнанi науковi досягнення у теорiї рiв-

нянь з частинними похiдними, диференцiальних, диференцiально-функцiональ-
них рiвнянь, функцiональному аналiзi, теорiї функцiй, математичному моделю-
ваннi та застосуваннi сучасних iнформацiйних технологiй.

Нинi факультет математики та iнформатики складається з 5 кафедр:
• алгебри та iнформатики (завiдувач – доцент Руслана Колiсник),
• математичного аналiзу (завiдувач – професор Володимир Михайлюк),
• диференцiальних рiвнянь (завiдувач – професор Владислав Лiтовченко),
• прикладної математики та iнформацiйних технологiй (завiдувач – профе-

сор Ярослав Бiгун),
• математичного моделювання (завiдувач – професор Iгор Черевко).
На факультетi функцiонують 5 комп’ютерних класiв i 3 лабораторiї з iнфор-

мацiйних та комп’ютерних технологiй, 3D-графiки та 3D-друку, якi обладнанi
сучасною комп’ютерною технiкою з лiцензiйним програмним забезпеченням, 3D
принтерами; а також кабiнет математики, де зберiгається понад 11 000 книг та
журналiв.

Станом на 2023 рiк професорсько-викладацький склад факультету матема-
тики та iнформатики нараховує 67 викладачiв. Серед них 17 докторiв наук
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(Мар’ян Бирка, Ярослав Бiгун, Ярослав Виклюк, Василь Городецький, Iван
Житарюк, Олена Карлова, Iван Клевчук, Владислав Лiтовченко, Iгор Малик,
Ольга Мартинюк, Олександр Маслюченко, Володимир Михайлюк, Василь Не-
стеренко, Роман Петришин, Михайло Попов, Iван Пукальський, Iгор Черевко)
та 47 кандидатiв наук або докторiв фiлософiї, якi забезпечують пiдготовку ба-
калаврiв, магiстрiв та аспiрантiв.

За 15 освiтнiми програмами на факультетi математики та iнформатики на-
вчається понад 700 здобувачiв вищої освiти.

Мартинюк Ольга,
Житарюк Iван
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Let Fn and Ln, respectively, the Fibonacci and Lucas numbers satisfying the
second-order recurrence relation

Xn = Xn−1 +Xn−2, n ≥ 2,

with initial values F0 = 0, F1 = 1 and L0 = 2, L1 = 1. For negative subscripts, we
have

F−n = (−1)n−1Fn, L−n = (−1)nLn.

See, respectively, entries A000045 and A000032 in On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences [5] for further information on these numbers.

In this note, we introduce relations between binomial sums involving Fibonacci
and Lucas numbers, and different kinds of binomial coefficients. We also present
some relations between sums with two binomial coefficients. The presented results
are closely aligned with the spirit of our other papers [1–4].

Theorem 1. If r, s, t ∈ Z and m,n ∈ Z+, then

n∑
k=0

(
m− n+ k

k

)
F kr+sF

n−k
s Lr(n−k)+t

= (−1)t
n∑
k=0

(
m+ 1

k

)
(−1)n−kF kr+sF

n−k
r Ls(n−k)−t,

n∑
k=0

(
m− n+ k

k

)
F kr+sF

n−k
s Fr(n−k)+t

= (−1)t+1
n∑
k=0

(
m+ 1

k

)
(−1)n−kF kr+sF

n−k
r Fs(n−k)−t.

Theorem 2. If m,n ∈ Z+ and r, s ∈ Z, then

n∑
k=0

(−1)k(s+1)

(
m− n+ k

k

)
F kr F

n−k
s Lrn−(r+s)k+t

= (−1)t
n∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
F kr F

n−k
r+s Lsk−t,
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n∑
k=0

(−1)k(s+1)

(
m− n+ k

k

)
F kr F

n−k
s Frn−(r+s)k+t

= (−1)t+1
n∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
F kr F

n−k
r+s Fsk−t.

Theorem 3. If n,m ∈ Z+ and s, t ∈ Z, then(
4

5

)n 2n∑
k=0

(
m− 2n+ k

k

)
LksLs(2n−k)+t

2k

= Lt

n∑
k=0

(
m+ 1

2k

)
L2k
s F

2n−2k
s

5k
+ Ft

n∑
k=1

(
m+ 1

2k − 1

)
L2k−1
s F 2n−2k+1

s

5k−1
,

(
4

5

)n 2n∑
k=0

(
m− 2n+ k

k

)
LksFs(2n−k)+t

2k

= Ft

n∑
k=0

(
m+ 1

2k

)
L2k
s F

2n−2k
s

5k
+ Lt

n∑
k=1

(
m+ 1

2k − 1

)
L2k−1
s F 2n−2k+1

s

5k
,

(
4

5

)n 2n−1∑
k=0

(
m− 2n+ 1 + k

k

)
LksLs(2n−1−k)+t

2k+1

= Ft

n−1∑
k=0

(
m+ 1

2k

)
L2k
s F

2n−1−2k
s

5k
+ Lt

n∑
k=1

(
m+ 1

2k − 1

)
L2k−1
s F 2n−2k

s

5k
,

(
4

5

)n 2n−1∑
k=0

(
m− 2n+ 1 + k

k

)
LksFs(2n−1−k)+t

2k+1

= Lt

n−1∑
k=0

(
m+ 1

2k

)
L2k
s F

2n−1−2k
s

5k+1
+ Ft

n∑
k=1

(
m+ 1

2k − 1

)
L2k−1
s F 2n−2k

s

5k
.

Theorem 4. For n,m ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)mk

Fm(n+1−k)

Ln−km

= Fm

(
1 + 2

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)m(k+1)

L
2(k+1)
m

)
,

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)mk

Lm(n+1−k)

Lkm
= Ln+1

m .

Theorem 5. For n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)k

F2(n+1)−k

2k
= 2n − 2n−1

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)k

Fk+2

4k
,

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)k

L2(n+1)−k

2k
= 3 · 2n − 2n−1

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)k

Lk+2

4k
.
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Theorem 6. For n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)kF2(n+1)+k = 1−

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)kF3(k+2),

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)kL2(n+1)+k = 3−

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)kL3(k+2).

The last proposition in this set involves mixed identities.

Theorem 7. For n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)kF2(n+1)+3k = 2−n −

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)k

L5k+8

2n−k
,

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−1)kL2(n+1)+3k = 3 · 2−n − 5

n−1∑
k=0

(
2k + 1

k

)
(−1)k

F5k+8

2n−k
.

Next we present some relations involving Fibonacci (Lucas) numbers and two
central binomial coefficients.

Theorem 8. For r ∈ Z and n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
F2k+r =

n∑
k=0

(
n

k

)2

F6k−2n+r,

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
L2k+r =

n∑
k=0

(
n

k

)2

L6k−2n+r.

Theorem 9. For r ∈ Z and n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
4n−kF2k+r =

n∑
k=0

(
n

k

)2

5kF6k−4n+r,

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
4n−kL2k+r =

n∑
k=0

(
n

k

)2

5kL6k−4n+r.

Theorem 10. For r ∈ Z and n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
F6k+r = 4n

n∑
k=0

(
n

k

)2

F2(n+k)+r,

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
L6k+r = 4n

n∑
k=0

(
n

k

)2

L2(n+k)+r.

Finally, we proceed with some identities involving an additional parameter s.
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Theorem 11. For r ∈ Z, s ∈ N and n ∈ Z+, we have

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
F4sk+r = 5nF 2n

s F2ns+r

n∑
k=0

(
n

k

)2( L2
s

5F 2
s

)k
,

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)
L4sk+r = 5nF 2n

s L2ns+r

n∑
k=0

(
n

k

)2( L2
s

5F 2
s

)k
.

Theorem 12. For r ∈ Z, s ∈ N and n ∈ Z+ we have

Fr

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)(5F 2
s

L2
s

)k
= 4nL−2n

s

n∑
k=0

(
n

k

)2

F2s(2k−n)+r,

Lr

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)(5F 2
s

L2
s

)k
= 4nL−2n

s

n∑
k=0

(
n

k

)2

L2s(2k−n)+r,

Fr

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)( L2
s

5F 2
s

)k
=
(4

5

)n
F−2n
s

n∑
k=0

(
n

k

)2

F2s(2k−n)+r,

Lr

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)( L2
s

5F 2
s

)k
=
(4

5

)n
F−2n
s

n∑
k=0

(
n

k

)2

L2s(2k−n)+r.

1. Adegoke K. Weighted sums of some second-order sequences // Fibonacci Quart.
– 2018. – 56, №3. – P. 252–262.

2. Adegoke K., Olatinwo A., Ghosh S. Cubic binomial Fibonacci sums // Electron.
J. Math. – 2021. – 2. – P. 44–51.

3. Adegoke K., Frontczak R., Goy T. New binomial Fibonacci sums // Preprint
arXiv:2210.12159 [math.CO], https://arxiv.org/abs/2210.12159v1. – 2022. – 20
p.

4. Adegoke K., Frontczak R., Goy T. Binomial Fibonacci sums from
Chebyshev polynomials // Preprint arXiv:2308.04567 [math.CO],
https://arxiv.org/abs/2308.04567. – 2023. – 25 p.

5. Sloane N.J.A. (ed.) The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, Available
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A nonlocal problem for hyperbolic equations with
impulse discrete memory

Assanova Anar T., Imanchiyev Askarbek E.

anartasan@gmail.com
Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty,
K. Zhubanov Aktobe Regional University, Aktobe, Kazakhstan

On the domain Ω = [0, T ] × [0, ω] we consider the nonlocal problem for an
impulsive system of hyperbolic equations with discrete memory in the following
form

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+B(t, x)

∂u(t, x)

∂t
+ C(t, x)u(t, x) + f(t, x)+

+A0(t, x)
∂u(γ(t), x)

∂x
+B0(t, x)

∂u(γ(t), x)

∂t
+ C0(t, x)u(γ(t), x), (1)

t 6= θj , j = 1, N − 1,

P (x)u(0, x) + S(x)u(T, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)

lim
t→θp+0

u(t, x)− lim
t→θp−0

u(t, x) = ϕp(x), x ∈ [0, ω], p = 1, N − 1, (3)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (4)

where u(t, x) = colon(u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)) is unknown vector function, the
n × n matrices A(t, x), B(t, x), C(t, x), A0(t, x), B0(t, x), C0(t, x) and n vector
function f(t, x) are continuous on Ω;

γ(t) = ζj if t ∈ [θj , θj+1), j = 0, N − 1;
θj ≤ ζj ≤ θj+1 for all j = 0, 1, ..., N − 1;
0 = θ0 < θ1 < ... < θN−1 < θN = T ;

the (n × n) matrices P (x), S(x) and n vector function ϕ(x) are continuously di-
fferentiable on [0, ω], the n vector functions ϕp(x) are continuously differentiable
on [0, ω], p = 1, N − 1, the n vector function ψ(t) is continuously differentiable on
[0, T ].

Mathematical modeling of processes with discontinuity effects has necessitated
the need to develop the theory of differential equations with discontinuities. An
important class of such equations is comprised of differential equations with discrete
memory [1, 2, 3, 4].

Along with the study of various properties of differential equations with discrete
memory (or piecewise constant argument), a number of authors investigated the
questions of solvability and construction of solutions to boundary value problems
for these equations on a finite interval [5, 6, 7].

For impulsive partial differential equations with discrete memory, however, the
questions of solvability of boundary value problems on a finite interval still remain
open.

In this communication, we propose a new approach for solving nonlocal problem
(1)–(4) based on Dzhumabaev’s parametrization method [8, 9, 10].
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We study questions of solvability and uniqueness to the nonlocal problem for
an impulsive system of hyperbolic equations second order with discrete memory
(1)–(4).

Conditions for the existence and uniqueness of the nonlocal problem for an
impulsive system of hyperbolic equations with discrete memory are established. An
algorithm for finding approximate solution this problem is offered.

Acknowledgments. This research has been funded by the Science Committee
of the Ministry of Science and Higher Education of the Republic of Kazakhstan
(Grants No. AP19675193, No. BR20281002).
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Automatic continuity of measurable homomorphisms on
Čech-complete topological groups

Banakh Taras

t.o.banakh@gmail.com
Ivan Franko National University, Lviv, Ukraine

The problem of automatic continuity of measurable homomorphisms traces its
history back to Cauchy who proved in 1821 that continuous additive real functions
are linear and asked about conditions implying the continuity of additive functi-
ons. In the very first issue of Fundamenta Mathematice (1920), three papers (of
Banach, Sierpiński and Steinhaus) were dedicated to the proof of the continuity
of Lebesgue measurable additive real functions. Later those results were extended
by Weil, Pettis, Christensen and other great mathematicians of XX century who
substantially contributed to the theory of automatic continuity. In the talk we di-
scuss the resent progress in extending classical results on automatic continuity of
measurable homomorphisms beyong the class of Polish groups. One of such new
results is

Theorem 1. Every Haar-measurable homomorphism from a locally compact topologi-
cal group to any topological group is continuous.

Under Martin’s Axiom this theorem was proved by Kuznetsova in 2012. The
continuity of Haar-measurable homomorphisms between locally compact groups was
proved by Kleppner in 1991.

Applying Theorem 1 to universally measurable homomorphisms on Čech-complete
groups, we prove the following extension of a recent (2019) result of Rosendal on
the continuity of universally measurable homomorphisms between Polish groups:

Theorem 2. Every universally measurable homomorphism from a Čech-complete
topological group to any topological group is continuous.

A topological group is Čech-complete if its underlying topological space is homeomorphic
to a Gδ-set in some compact Hausdorff space. A function f : X → Y between
topological spaces is
• universally measurable if for any open set U ⊆ Y the preimage f−1[U ] is µ-

measurable with respect to any probability Radon measure µ on X;
• BP-measurable if for any open set U in Y the set f−1[U ] has the Baire Property

in X, i.e., belongs to the smallest σ-algebra containing all open sets and all
meager sets in X;

• universally BP-measurable if for any open set U in Y and any closed set F in
X the set F ∩ f−1[U ] has the Baire Property in F ;

• Borel-measurable if for any open set U in Y the preimage f−1[U ] is a Borel set
in X.
A topological group X is ω-narrow if X can be covered by countably many

left shifts of any neighborhood of the identity. By a classical result of Pettis (1951),
every BP-measurable homomorphism from a Baire topological group to an ω-narrow
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topological group is continuous. The following (nontrivial) theorem allows to “move”
the ω-narrowness in Pettis’ result from the range to the domain.

Theorem 3. Every BP-measurable homomorphism from an ω-narrow Čech-complete
topological group to any topological group is continuous.

Theorem 3 and the k-space property of Čech-complete spaces implies another
automatic continuity criterion:

Theorem 4. Every universally BP-measurable homomorphism from a Čech-complete
topological group to any topological group is continuous.

Since Borel-measurable functions are both universally measurable and universally
BP-measurable, Theorem 2 or 4 imply

Theorem 5. Every Borel-measurable homomorphism from a Čech-complete topologi-
cal group to any topological group is continuous.

A subset B of a topological space X is functionally Borel if there exists a conti-
nuous function f : X → Rω such that B = f−1[D] for some Borel set D in Rω. In
fact, Theorems 1 and 3 are corollaries of the following general

Theorem 6. Let I be a ccc σ-ideal on an ω-narrow Čech-complete topological group
X such that for every I ∈ I and Borel set B in X there exists a functionally Borel
set F in X such that F ⊆ B \ I. A homomorphism f : X → Y to a topological group
Y is continuous if and only if for every open set U in Y the preimage h−1[U ] belongs
to the smallest σ-algebra containing all sets in the ideal I and all Borel subsets of
X.

1. T. Banakh, Automatic continuity of measurable homomorphisms on Cech-
complete topological groups, ( arxiv.org/abs/2206.02481).
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On concept of bounded index for Fueter regular functions of
quaternionic variable

Bandura Andriy1, Baksa Vita2

1andriykopanytsia@gmail.com, 2vitalinabaksa@gmail.com
1 Department of Advanced Mathematics, Ivano-Frankivsk National Technical

University of Oil and Gas, Ivano-Frankivsk, Ukraine
2 Department of Mathematics, Lviv Polytechnic National University, Lviv, Ukraine

Let H be the real associative algebra of quaternions with the standard basis
1, i, j, k such that i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki =
−ik = j. q = x0 + ix1 + jx2 + kx3, where x` ∈ R, for ` = 0, 1, 2, 3 and we set
|q| =

√
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 and |q| is the module of q, respectively. Sometimes it will

be useful to write a quaternion in a more compact way as q =
∑3
`=0 ı`x` where

x` ∈ R and ı0 = 1, ı2 = i, ı2 = j, ı3 = k.
Let us consider a function f : H→ H. The notion of holomorphicity for functions

of one quaternionic variable was introduced [1, 2, 4] in defining a regular function
(or quaternionic holomorphic function) as a function defined on an open set of the
space of quaternions which is in the kernel of the so-called Cauchy-Fueter operator
(a natural generalization of the Cauchy-Riemann operator). Let us now introduce
the two differential operators which generalize the Cauchy-Riemann operator to the
quaternionic case: ∂l

∂q̄
= ∂

∂x0
+i ∂

∂x1
+j ∂

∂x2
+k ∂

∂x3
, ∂r
∂q̄

= ∂
∂x0

+ ∂
∂x1

i+ ∂
∂x2

j+ ∂
∂x3

k. The
two operators are called the left and right Cauchy-Fueter operators, respectively.

Let U ⊆ H be an open set and let f : U → H be a real differentiable function.
We say that f is left regular on U (see Definition 3.1.1. in [1]) ∂lf

∂q̄
= ∂f

∂x0
+ i ∂f

∂x1
+

j ∂f
∂x2

+ k ∂f
∂x3

= 0. We say that f is right regular on U if ∂rf
∂q̄

= ∂f
∂x0

+ ∂f
∂x1

i +
∂f
∂x2

j+ ∂f
∂x3

k = 0. The theory of left regular functions is completely equivalentto the
theory of right regular functions so, classically, the theory is usually developed for
the case of leftregular functions. There are four different approaches to construct
Fueter regular function of quaternionic variable by holomorphic function of complex
variable. They are generated by corresponding assertions of Fueter (Theorem 3.1.6
in [1]), Sudbery (Theorem 4 in [4]), Mariconda (see Proposition 2.27 in [2] or [3])
and series with suitable regular homogeneous polynomials.

Proposition 1. (see Proposition 2.27 in [2], [3]) Let Gk, (k = 1, 2, 3), open sets in C
and let hk : Gk 7→ C, complex holomorphic functions. Furthermore let hk = Rehk +
i Imhk. Further let G := {q = x0+e1x1+e2x2+e3x3 ∈ H : x0+ekxk ∈ Gk} then the
function H : G 7→ H given by H(q) =

∑3
k=1 Rehk(x0, xk) +

∑3
k=1 ek Imhk(x0, xk)

is quaternionic regular in G.

Every regular function f : H → H can be represented as a uniformly convegent
series (see [4, 1]) f(q) =

∑∞
n=0

∑
ν∈σn pν(q − q0)aν , where aν = (−1)n

n!
∂νf(q0),

∂ν = ∂n

∂x
n1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

, σn denotes the set of triples ν = (n1, n2, n3), n = n1 + n2 + n3,

q0 ∈ H, and

pν(q) =
∑

1≤λ1,...,λn≤3

(x0ıλ1 − xλ1) . . . (x0ıλn − xλn)
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Here the sum is taken over the n!
n1!n2!n3!

different alignments of ni elements equal
to i, with i = 1, 2, 3.

A regular function f : H → H is said to be of bounded index if there exists
n0 ∈ Z+ such that for all q ∈ H and for all α = (α1, α2, α3) ∈ Z3

+ the following
inequality is true

|∂αf(q)|
(α1 + α2 + α3)!

≤

≤ max

{
|∂βf(q)|

(β1 + β2 + β3)!
: 0 ≤ β1 + β2 + β3 ≤ n0, β = (β1, β2, β3) ∈ Z3

+

}
.

The least such integer n0 is called the index of the function f and is denoted by
N(f,H).

Using the Mariconda Proposition (see above Proposition 1 it is possible to
introduce such a quaternionic analog of the exponent, the sine and the cosine:

expH(q) = ex0(cosx1 + cosx2 + cosx3) + ex0(i sinx1 + j sinx2 + k sinx3),

cosH(q) = cosx0(chx1 + chx2 + chx3)− sinx0(i shx1 + j shx2 + k shx3),

sinH(q) = sinx0(chx1 + chx2 + chx3) + cosx0(i shx1 + j shx2 + k shx3).

Our main result is the following:

Theorem 1. The functions expH, cosH, sinH are regular functions of bounded index
in the whole space H ant their indexes equal to 1, 2, 2, respectively.

Acknowledgement. The authors are deeply indebted to Prof. Oleh Skaskiv
(Lviv) for his ideas and fruitful discussion.
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L-Index in Joint Variables: Composition of an Entire Function
with a Function Having a Vanished Gradient

Bandura Andriy1, Salo Tetyana2
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We will use notations and definitions from our recent paper [1] written together
with Prof. Oleh Skaskiv (Lviv, Ukraine).

Let Rn and Cn be n-dimensional real and complex vector spaces, respectively,
n ∈ N. Denote R+ = (0,+∞), 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn, 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn. For
K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+, let us write ‖K‖ = k1 + · · ·+kn, K! = k1! · . . . ·kn!. For A =
(a1, . . . , an) ∈ Cn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Cn, we will use formal notations A±B = (a1±
b1, . . . , an ± bn), AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), and if A, B ∈
Rn, thenAB = ab11 a

b2
2 ·. . . abnn ,max{A;B} = (max{a1; b1},max{a2; b2}, . . . ,max{an; bn}),

and the notation A < B means that aj < bj for all j ∈ {1, . . . , n}. Similarly, the
relation A ≤ B is defined.

An entire function F of n complex variables is called a function of bounded L-
index in joint variables [1] if there exists a number m ∈ Z+ such that for all z ∈ Cn
and J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+, one has

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m
}
. (1)

The least integer m for which inequality (1) holds is called the L-index in joint
variables of the function F and is denoted by N(F,L). Let us denote ∇Φ(z) =(
∂Φ(z)
∂z1

, . . . , ∂Φ(z)
∂zn

)
, |∇|Φ(z) =

(∣∣∣ ∂Φ(z)
∂z1

∣∣∣, . . . , ∣∣∣ ∂Φ(z)
∂zn

∣∣∣). For R ∈ Rn+, j ∈ {1, . . . , n}
and L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), we define

Dn [z0, R/L(z0)
]

= {z ∈ Cn : |zj − z0
j | ≤ rj/lj(z0), j ∈ {1, . . . , n}},

λ1,j(z0, R) = inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn [z0, R/L(z0)
]}
,

λ2,j(z0, R) = sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn [z0, R/L(z0)
]}
,

λ1,j(R) = inf
z0∈Cn

λ1,j(z0, R), λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

λ2,j(z0, R).

By Qn we denote a class of functions L(z) for which every R ∈ Rn+ satisfies the
condition 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) < +∞. If n = 1, then Q ≡ Q1.

Theorem 1 ([2]). Let l ∈ Q, l(w) ≥ 1, f : C → C and Φ : Cn → C be entire
functions such that all partial derivatives of the first order for the function Φ are
nonvanishing. Suppose L ∈ Qn, where L(z) = l(Φ(z))|∇|Φ(z).

In addition, for the function Φ and for p = N(F,L) or p = N(f, l) there exists
C > 0 such that for all z ∈ Cn and for all J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ \ {0}, ‖J‖ ≤ p+ 1,
one has |Φ(J)(z)| ≤ C|∇|Φ(z)J . The entire function F (z) = f(Φ(z)) has bounded
L-index in joint variables if and only if the entire function f has bounded l-index.

17



Theorem 2 ([2]). Let l ∈ Q such that l(z) ≥ 1 for all z ∈ C, g : C→ C be an entire
function of bounded l-index, and Φ : Cn → C be an entire function, n ≥ 2, such that

L ∈ Qn, L(w) = max{1, |∇|Φ(w)}l(Φ(w)). (2)

If there exists C2 ≥ 1 such that for all w ∈ Cn and for all J ∈ Zn+ \ {0} with
‖J‖ ≤ N(g, l) + 1, one has

|Φ(J)(w)| ≤ C2(l(Φ(w)))1/(N(g,l)+1)(|∇|Φ(w))J , (3)

then the entire function H(w) = g(Φ(w)) : Cn → C has bounded L-index in joint
variables.

Example. We choose f(w) = ew and Φ(z1, z2) = sin(z1) cos(z2). The index of
the function f equals 0 because f (p)(w) = ew. Let us consider the composite function
F (z1, z2) = f(Φ(z1, z2)) = esin(z1) cos(z2). Calculate the gradient of the function Φ :

∇Φ(z1, z2) = (cos(z1) cos(z2),− sin(z1) sin(z2)).

One should observe that the zero sets of the functions cos(z1) cos(z2) and− sin(z1) sin(z2)
are not empty. Therefore, Theorem 1 is not applicable to this composition. we can
apply Theorem 2 to that composition. The function Φ(z1, z2) = sin(z1) cos(z2) sati-
sfies (3) for J = (0, 1) and J = (1, 0). Thus, the function esin(z1) cos(z2) has bounded
L-index in joint variables, where the function L is constructed by (2):

L(z1, z2) = (max{1, | cos(z1) cos(z2)|},max{1, | sin(z1) sin(z2)|}.

1. Bandura, Andriy, Tetyana Salo, and Oleh Skaskiv. L-Index in Joint Variables:
Sum and Composition of an Entire Function with a Function With a Vani-
shed Gradient // Fractal and Fractional. – 2023. – 7, No.8. Article ID: 593.
https://doi.org/10.3390/fractalfract7080593

2. Bandura, A.I.; Skaskiv, O.B. Boundedness of L-index for the composition of
entire functions of several variables // Ukr. Math. J. – 2019. – 70. – P. 1538–
1549. https://doi.org/10.1007/s11253-019-01589-9.
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Derivations of finitary Mackey algebras
Bezushchak Oksana
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Kyiv, Ukraine

Let V be an infinite-dimensional vector space over a field F, and let V ∗ denote
the vector space of all linear functionals on V . A subspace W ⊂ V ∗ is called total if
v ∈ V, (v|W ) = (0) implies v = 0.

Let EndF(V ) be the associative algebra of all linear transformations V → V and
let Endfin(V ) = {ϕ ∈ EndF(V )

∣∣ dimF ϕ(V ) <∞}.
The subalgebra A(V |W ) = {ϕ ∈ EndF(V )

∣∣Wϕ ⊆ W} and the subalgebra
Afin(V |W ) = A(V |W ) ∩ Endfin(V ) are called the Mackey algebra and the finitary
Mackey algebra [5].

The algebra Afin(V |W ) of a total subspaceW ⊂ V ∗ is a nonunital locally matrix
algebra; see [1].

Let the characteristic of the field F be different from 2, and let o(f) = { a ∈
A(V |W )

∣∣ at = −a} be the Lie algebra of skew-symmetric linear transformations.
Let o∞(f) = o(f) ∩ Endfin(V ).

The following theorem describes derivations of finitary Mackey algebras.

Theorem. (a) An arbitrary derivation of the associative algebra Afin(V |W ) is an
adjoint operator ad(a), a ∈ A(V |W ).

(b) Let charF 6= 2. Then an arbitrary derivation of the Lie algebra o∞(f) is an
adjoint operator ad(a), a ∈ A(V |W ), at = −a.

1. Bezushchak O. Derivations and automorphisms of locally matrix algebras // J.
Algebra. – 2021, 576. – P. 1–26.

2. Herstein I.N. Rings with involution. – Univ. of Chicago Press, Chicago, 1976.
3. Jacobson N. Structure of rings. Am. Math. Soc. Colloq. Publ. 37, 1956.
4. Jacobson N. Lectures in abstract algebra. Volume 2. Linear algebra, Springer-

Verlag, 1975.
5. Mackey G. On infinite dimensional linear spaces // Trans. AMS. – 1945, 57. –

P. 155–207.
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On Parabolic Convergence Regions for Branched Continued
Fractions of the Special Form
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The most effective theorems of convergence of continued fractions and their
multidimensional generalizations are theorems of the type of convergence regions.
It is when the belongness of fraction elements in certain regions guarantees the
convergence of this fraction. In particular, parabolic convergence regions were studi-
ed for branched continued fractions of general form with N branches of branchi-
ng, two-dimensional continued fractions, and branched continued fractions with
independent variables in the works of T. Antonova, I. Bilanyk, D. Bodnar, R.
Dmytryshyn, Kh. Kuchminska, and O. Sus. At the same time, when considering
unbounded subsets of parabolic regions, additional conditions of divergence of series
composed of elements of equivalent fractions arose. On some subsets of these regions,
truncation error bounds have been established.

An analog of Thron’s theorem for the following two-dimensional branched conti-
nued fraction of the special form

2∑
i1=1

ai(1)

bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)

bi(k)

is established [1]. At the same time, some additional conditions arise due to the
multidimensionality of the research object.

1. Bilanyk I. B., Bodnar D. I. Two-dimensional generalization of the
ThronвЂ“Jones theorem on the parabolic domains of convergence of conti-
nued fractions // Ukr. Mat. Zhurn. – 2022. – 74 в„– 9. – P. 1155–1169.
https://doi.org/10.37863/umzh.v74i9.7096
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On one modern method for teaching differential equations
Bilichenko Roman, Doroshenko Daniil
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In modern higher education, when teaching mathematical disciplines, especially
for students of applied specialties, the issue of demonstrating the application of
acquired knowledge within the scope of the educational component being studied
is relevant. The modern method with the application of effective implementation
of mathematical models in the program code can be used in the teaching of the
discipline "Differential Equations".

Classes are organized in the vast majority according to the scheme: problem
statement and its research - construction of a mathematical model - solution of a
differential equation or system - implementation in the form of software code. In
fact, this approach allows you to combine such components as purely differential
equations, mathematical modeling and numerical methods.

We will give an example of a corresponding implementation.
Problem. The weight oscillates on a spring with a mass of 0.5 kg, the stiffness

of the spring is 10 N/m. The initial deviation of the weight from the equilibrium
position is 0.2 m, and the speed of the initial movement is 0 m/s. It is necessary to
determine the law of pendulum oscillations.

The mathematical model is implemented in the form of a system of differenti-
al equations: 

d2x

dt2
= −20x

dv

dt
= −20x

with initial conditions x(0) = 0.2, v(0) = 0.
Analytical solution gives the following result:{

x(t) = 0.2 cos 2
√

5t,

v(t) = −0.4 sin 2
√

5t.

Program code (in Python):

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def runge_kutta_method(f, t0, tf, h, y0):

t = np.arange(t0, tf + h, h)
n = len(t)
m = len(y0)
y = np.zeros((n, m))
y[0] = y0
for i in range(1, n):

k1 = f(t[i - 1], y[i - 1])
k2 = f(t[i - 1] + h / 2, y[i - 1] + h / 2 * k1)
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k3 = f(t[i - 1] + h / 2, y[i - 1] + h / 2 * k2)
k4 = f(t[i - 1] + h, y[i - 1] + h * k3)
y[i] = y[i - 1] + h / 6 * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4)

return t, y
def f(t, y):

return np.array([y[1], -20 * y[0]])
t0 = 0
tf = 10
h = 0.01
y0 = np.array([0.2, 0])
t, y = runge_kutta_method(f, t0, tf, h, y0)
plt.plot(t, y[:, 0], label=’x’)
plt.plot(t, y[:, 1], label=’v’)
plt.xlabel(’t’)
plt.ylabel(’y’)
plt.legend()
plt.show()
plt.plot(y[:, 0], y[:, 1])
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel(’v’)
plt.show()
print("t\t\tx\t\t\tv")
for i in range(len(t)):

print(f"{t[i]:.2f}\t\t{y[i, 0]:.6f}\t\t{y[i, 1]:.6f}")

This method can be extended to other mathematical disciplines. Analytical and
numerical solution methods can be found in more detail in [1]. More details about
general approaches to illustrating mathematical objects with program code can be
found in [2].

1. Syasev V. A. Differential equations: study guide (in Ukrainian) – Dnipro.: Publi-
shing House DNU, 2007. – 356 p.

2. Orland P. Math for programmers: 3D Graphics, Machine Learning, and Si-
mulations with Python – Manning Publications, 2020. – 698 p.
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Control conditions for not always solvable impulse systems of
integro-differential equations

Bondar Ivanna
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Consider the inhomogeneous system of integro-differential equations with impulsi-
ve actions at fixed times

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t) +

b∫
a

K(t, s)dsu, tε[a, b], (1)

∆Eix
∣∣∣
t=τi

= Six(τi − 0) + γi ∈ Rki , i = 1, ..., p, τi ∈ (a, b). (2)

The solution to problem (1), (2) will be sought in the class of vector functions x(t)
such as x(t) ∈ D2([a, b]\{τi}I ), ẋ(t) ∈ L2[a, b], t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p.
Here D2([a, b]\{τi}I ) — the space of functions x : [a, b]→ Rn, which allow disconti-
nuities of the 1st kind at points τ1, ..., τp ∈ (a, b) and are absolutely continuous on
each of the intervals [a, τ1), [τ1, τ2), ..., [τp, b].

We use the assumptions and notation from [1, 2]: A(t), B(t) — m × n, Φ(t) —
n × m, f(t) — n × 1 dimensional matrices, the components of which belong to
the space L2[a, b]; the vector columns of the matrix Φ(t) are linearly independent
on [a, b]; Ei, Si are ki × n-dimensional matrices, γi is a ki-dimensional column
vector of constants; rank (Ei + Si) = ki < n, i.e., the solution of the system is
determined by a single-valued continuation through the break point ∆Eix

∣∣∣
t=τi

:=

Ei(x(τi + 0)− x(τi − 0)).
We assume that the impulse system (1), (2) is unsolvable for u = 0, u ∈ Rn and

arbitrary inhomogeneities f(t) ∈ L2[a, b], γi ∈ Rki . Using the technique proposed in
[3], the problem with impulse influence (1), (2) can be represented as an "interface
BVP’s". To reveal this relationship, we introduce a k-dimensional linear bounded
vector functional ` := col(`1, ..., `p) : D2([a, b]\{τi}I ) → Rk, k := k1 + k2 + ... + kp,
`i : DS(p)→ Rki , (i = 1, ..., p) as follows:

`1x := E1x(τ1+)− (E1 + S1)x(τ1−)
................................................
`px := Epx(τp+)− (Ep + Sp)x(τp−)

(3)

and represent the impulsive action (2) as the boundary condition

`x(·) = γ ∈ Rk, (4)

here γ = col(γ1, γ2, ..., γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki .
The following statement is correct.

Theorem 1. Impulse system of integro-differential equations (1), (2), which is
unsolvable for u = 0 and for ∀f(t) ∈ L2[a, b] will have a solution if and only if
the following condition PU∗g = 0 is fulfilled. In this case, the control variable u
should be selected as follows: u = U+g + PUc, c ∈ Rn.
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Here (d1 + d2)× n —dimensional matrix U

U :=



PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ +B(s)
b∫
a

K(s, τ)dτ
]
ds

PQ∗
d2
`
·∫
a

b∫
a

K(t, s)dsdt+ Ψ0(·)D+
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)dτ
]
ds


(5)

(d1 + d2)× 1 —dimensional vector g is given as follows: g :=

[
−PD∗

d1
b̃

PQ∗
d2

{
γ − `F (·)

} ] ,
U+ —pseudo-inverse (according to Moore–Penrose) to U — n×(d1 +d2)-dimensional
matrix, PU∗ , PU — (d1+d2)×(d1+d2) and n×n-imensional matrix (orthoprojector),
respectively.

Remark. Under condition PU∗g = 0 the control of u ∈ Rn may not be unique,
because it depends on an arbitrary constant PUc ∈ Rn. This makes it possible to
use this control to investigate problems that are often encountered in the theory of
optimal control.

1. Bondar, I.: Control conditions for not always solvable integro-differential equati-
ons with a degenerate kernel and boundary value problems for them //
Bukovynsky Mathematical Journal, 1-2 (4), pp. 13–17 (2016, in Ukraine).
http://bmj.fmi.org.ua/index.php/adm/article/view/176/176

2. Boichuk A.A., Samoilenko A.M., Generalized inverse operators and Fredholm
boundary value problems. — Utrecht, Boston: VSP, 2004, 317 p.; 2nd edition,
Walter de Gruyter GmbH & Co KG, 2016, 314 p.

3. Boichuk, O.A., Holovatska (Bondar), I.A. Boundary-Value Problems for
Systems of Integrodifferential Equations. J. Math. Sci., 2014, 203, 306–321
(Translation of Nonlinear Oscillations (Neliniini Kolyvannya), 2013, Vol. 16,
No. 4, pp. 460–474). https://doi.org/10.1007/s10958-014-2135-1
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We assume diffusion transfer process y(t) ∈ Rd has given by stochastic evoluti-
onary equation [1], [2]

dy(t) = a(y(t), x(t))dt+ σ(y(t), x(t), u(t))dW (t), (1)

where x(t), t ≥ 0, is a semi-Markov process on a standard phase space (X,X) [2]
and it is defined by semi-Markov kernel Q(t, x,B) = P (x,B)Gx(t) where stochastic
kernel has a form P (x,B) := P{xn+1 ∈ B|xn = x}, B ∈ X and it describes

embedded Markov chain xn := x(τn) at renewal moments τ =
n∑
k=1

θk, n ≥ 0, τ0 = 0,

and at intervals θk+1 = τk+1−τk between renewal moments τn. Values θn of intervals
are determines by distribution function

Gx(t) := P{θn+1 ≤ t|xn = x} =: P{θx ≤ t}.

Let the control function u(t) for process (1) be evaluated by the quality criterion
described by the function G(y, x, u) with a single equilibrium point at each interval
[τk, τk+1]. In (1) W (t) is a Winer process [2].

Further we assume that semi-Markov process x(t), t ≥ 0 is regular, that is
P{ν(t) <∞} = 1[2] and it is also uniformly ergodic with stationary distribution

π(B) := lim
t→∞

P{x(t) ∈ B} =

∫
B

ρ(dx)g(x)/q, B ∈ X,

where ρ(B). We define R0 as a potential operator for generator Q by the relation
R0 = Π − (Π + Q)−1 where ρ(B), B ∈ X is a stationary distribution of embedded

Markov chain xn, n ≥ 0 [2], g(x) :=
x∫
0

(1−Gx(s))ds ≤ C < +∞, q :=
∫
X

ρ(dx)g(x) >

0.
We have control for solution of equation

∂G∗(y, x, u)

∂u
= 0. (2)

when condition G(·, ·, u) ∈ C1(R) is satisfied.
Control problem (1), (2) in averaged scheme with small parameter ε has a form

[1]
dyε(t) = a(yε(t), x(t/ε))dt+ σ(yε(t), x(t/ε), uε(t))dW (t) (3)
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and control function uε(t) can be determinated by stochastic optimization procedure
[1]

duε(t) = α(t)∇β(t)G(yε(t), x(t/ε), uε(t)), (4)

where ∇β(t)G(·, ·, u) = (G(·, ·, u+ β(t))−G(·, ·, u− β(t)))/2β(t).
Initial conditions for problem (3), (4) have a form

y(0) = y0, x(0) = x0, u(0) = u0.

We assume that functions α(t), β(t), t ≥ 0 satisfy condition

α(t)→ 0, β(t)→ 0

at t→∞.
Sufficient conditions for weak convergence were obtained in the work

(yε(t), uε(t))⇒ (ŷ(t), û(t)), ε→ 0.

Averaged control problem for process (ŷ(t), û(t)) is defined by system

dŷ(t) = a(ŷ)dt+ σ(ŷ, û)dW (t),

dû(t) = ∇β(t)G(ŷ, û)dt,

where â(y) =
∫
X

π(dx)a(y, x),

σ2(y, u) =

∫
X

π(dx)σ2(y, u, x),

G(y, u) =
∫
X

G(y, u, x)π(dx).

1. Korolyuk V.S. Stochastic Systems in Merging Phase Space / V.S. Korolyuk, N.
Limnios // World Scientific, 2005. - 330 p.

2. Chabanyuk Y. Asymptotic Analyses for Complex Evolutionary Systems wi-
th Markov and Semi-Markov Switching Using Approximation Schemes /
Y.Chabanyuk, A.Nikitin, U.Khimka// Wiley, 2020/ - 240 p.
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On applications of Nikolskii spaces of low regularity
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We discuss applications of Nikolskii spaces Bsp,∞ of low order s, specifically of
negative order, to an elliptic boundary problem (EBP) of the form

Au = f in Ω, Bju = gj on Γ, j = 1, . . . , l. (1)

Here, Ω is a bounded domain in Rd+1 with a boundary Γ ∈ C∞; ordA = 2l, with
l ∈ N, and mj := ordBj ≤ 2l − 1. All coefficients of the differential operators A
and Bj belong to the complex spaces C∞(Ω) and C∞(Γ), resp. We will pay special
attention to some EBPs with white noise on the boundary.

We consider the case where f ∈
⋃
p>1 Lp(Ω). Then the distributions Bju are

well defined for any (extendable) distribution u ∈ S′(Ω) := S′(Rd+1)� Ω.

Theorem 1. Let s ≤ 2l and 1 < p < ∞. Then EBP (1) generates a Fredholm
bounded operator on the pair of Banach spaces{

u ∈ Bsp,∞(Ω) : Au ∈ Lp(Ω)
}

and Lp(Ω)×
l∏

j=1

B
s−mj−1/p
p,∞ (Γ)

(the first space is endowed with the graph norm). The kernel of this operator lies in
C∞(Ω) and together with the index does not depend on s and p.

Assume, that an open set U ⊂ Rn satisfies Ω0 := Ω∩U 6= ∅ and Γ0 := Γ∩U 6= ∅.
Let Bσ,loc

p,∞ (Ω0,Γ0), with σ ∈ R, denote the space of all distributions u ∈ S ′(Ω) such
that χu ∈ Bσp,∞(Ω) whenever χ ∈ C∞(Ω) and suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Similarly, let
Bσ,loc
p,∞ (Γ0) denote the space of all distributions h ∈ D′(Γ) such that χh ∈ Bσp,∞(Γ)

whenever χ ∈ C∞(Γ) and suppχ ⊂ Γ0.

Theorem 2. Let s ∈ R and 1 < p < ∞. Suppose that a distribution u ∈ S′(Ω) is
the solution to EBP (1) whose right-hand sides satisfy the conditions f ∈ Lp(Ω) ∩
Bs−2l,loc
p,∞ (Ω0,Γ0) and gj ∈ B

s−mj−1/p,loc
p,∞ (Γ0) for each j ∈ {1, . . . , l}. Then u ∈

Bs,loc
p,∞ (Ω0,Γ0).

We accomplish this theorem with a local a priori estimate of the solution u.

Theorem 3. Let s ∈ R and 1 < p < ∞. Suppose that a distribution u ∈ S′(Ω)
satisfies the hypotheses of Theorem 2. Let a number r > 0, and let functions χ, η ∈
C∞(Ω) satisfy suppχ ⊂ supp η ⊂ Ω0 ∪ Γ0 and η = 1 in a neighbourhood of suppχ.
Then

‖χu,Bsp,∞(Ω)‖ ≤ c
(
‖ηf, Lp(Ω)‖+ ‖ηf,Bs−2l

p,∞ (Ω)‖+

+

l∑
j=1

‖ηgj , B
s−mj−1/p
p,∞ (Γ)‖+ ‖ηu,Bs−rp,∞(Ω)‖

)
.
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Here, c is a certain positive number that does not depend on u, f , and g1, . . . , gl.

Versions of these results are true for Besov and Triebel–Lizorkin spaces [1].
Let us now discuss an application of Nikolskii spaces to EBPs with white noise

on the boundary Γ. Assume that Γ is the d-dimensional torus Td, and consider the
Dirichlet boundary problem for Poisson equation

∆u = f in Ω, γ0u = ξ on Td (2)

on the assumption that f ∈ Lp(Ω) for certain p ∈ (1,∞). Here, γ0 is the trace
operator, and ξ is the Gaussian white noise on Td. Recall that the Gaussian white
noise on Γ is a random variable ξ : Θ → D′(Γ) that satisfies the following two
conditions: 1) the numerical random variable ξ(v) : Θ → C is normally distributed
for every test function v ∈ C∞(Γ); 2) the equality

E[ξ(v1)ξ(v2)] = C

∫
Γ

v1(x)v2(x)dS

holds true for arbitrary functions v1, v2 ∈ C∞(Γ) and a certain number C > 0 that
is independent of v1 and v2. Here, (Θ,K,P) is a probability space.

Theorem 4. The EBP (2) has a unique generalized solution u(ω, ·) of class B1/p−d/2
p,∞ (Ω)

for P-almost all ω ∈ Θ. This solution satisfies

‖u(ω, ·), B1/p−d/2
p,∞ (Ω)‖ ≤ c

(
‖f, Lp(Ω)‖+ ‖ξ(ω), B−d/2p,∞ (Td)‖

)
<∞

for a certain number c > 0 that does not depend on f , ξ, and ω.

This result is exact with respect to the order of the Nikolskii space over Ω.
Theorems 1–4 were established in [2].

1. Chepurukhina I.S., Murach A.A. Elliptic problems in Besov and Sobolev–
Triebel–Lizorkin spaces of low regularity // Dopov. Nac. Akad. Nauk Ukr. –
2021. – no 6. – P. 3–11. (arXiv:2108.08741)

2. Murach A.A., Chepurukhina I.S. Elliptic problems with rough boundary data
in Nikolskiy spaces // Dopov. Nac. Akad. Nauk Ukr. – 2021. – no. 3. – P. 3–10
(Ukrainian). (arXiv:2103.10372)

28



Schemes of approximation of linear systems with delay and
analysis of their stability
Cherevko Igor, Tuzyk Iryna

i.cherevko@chnu.edu.ua, i.tuzyk@chnu.edu.ua
Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University

Differential-difference and differential-functional equations are mathematical models
of many applied problems in automatic control and management systems, chemi-
cal, biological, technical, economic and other processes whose evolution depends on
prehistory [1, 2].

In the study of the problems of stability, oscillation, bifurcation, control, and
stabilization of solutions of linear differential-difference equations, the location of
the roots of the corresponding characteristic equations is very important.

Numerous applications of delayed systems have led to the active growth of
research in various areas of the theory of differential-functional equations and the
emergence of new interesting theoretical problems that need to be solved [3].

This paper investigates the application of approximation schemes for differential-
difference equations [4]–[6] to construct algorithms for the approximate finding of
nonsymptotic roots of quasipolynomials and their application to study the stability
of solutions of systems of linear differential equations with many delays.

Consider the initial problem for a linear system of differential-difference equati-
ons

dx

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix (t− τi) , (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (2)

where A, Bi, i = 1, k fixed n × n matrix, x ∈ Rn, 0 < τ1 < τ2 < . . . < τk = τ ,
ϕ(t) ∈ [−τ, 0].

Let us correspond to the initial problem (1)–(2) the system of ordinary differenti-
al equations [4, 5]

dz0(t)

dt
= A(t)z0(t) +

k∑
i=1

Bizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzj(t)

dt
= µ (zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, µ =

m

τ
, m ∈ N,

(3)

with initial conditions

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m. (4)

Theorem. [5] If the zero solution of the system with delay (1) is exponentially
stable (not stable), then there is m0 > 0 such that for all m > m0, the zero solution
of the approximating system (3) is also exponentially stable (not stable).

If for all m > m0 the zero solution of the approximation system (3) is exponenti-
ally stable (not stable) then the zero solution of the system with a delay (1) is
exponentially stable (not stable).
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It follows from Theorem that the asymptotic stability or instability of the soluti-
ons of the delayed linear equations and the corresponding approximating system of
ordinary differential equations for sufficiently large values of m are equivalent.

This allowed us to build methods for studying the stability of linear systems
with many delays, which can be constructively implemented on a computer using
Mathematica software or builtin Python libraries. Computational experiments on
special test examples showed the high efficiency of the proposed algorithms for
studying the stability of linear differential-difference equations.

1. Corduneanu C., Li Y., Mahdavi M. Functional Differential Equations : Advances
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The paper concerns quasi-linear conflict-controlled processes which are exposed
to simultaneous action of continuous and impulse controls of two counteracting sides.
The terminal set is assumed to be cylindrical. The game is analyzed standing on
the side of the first player who strives to steer a process trajectory to the terminal
set. Sufficient conditions are developed, providing realization of the pursuer’s goal in
some guaranteed time under any counteraction of the second player. In constructing
his control the pursuer employs control prehistory of the second player or current
instantaneous values of his control. Here the method of resolving functions is used as
the basic method of investigation. The scheme of the method assumes Pontryagin’s
condition or some its modification to be fulfilled. On its basis special set-valued
mapping and its support functions, named the resolving function, are built. Under
the known current control of the second player the resolving function features quality
of the first player game. In view of accumulative character of the game quality
evaluation of the scheme, the first direct method can be expressed in its terms
with the infinity as corresponding value of the resolving function [1, 2]. Also the
functional form of the first direct method is given by the way of construction of
special set-valued mappings and corresponding resolving functions. Comparison of
the guaranteed times of the game termination is made for the above mentioned
methods. The property for the joint LxB –measurability of the set-valued mappings
and corresponding superpositional measurability of their selections make it feasible a
measurable choice of continuous constituent of the first player control, analogously to
the Fillipov-Castaing theorem. Corresponding condition for advantage concerning
impact of impulse controls is also given. The cases of only continuous and only
impulse controls of each player are analyzed separately as well as the case of impulse
controls of both players. By construction, the resolving function is a key object
of investigation and appears as the inverse Minkowski functional of certain set-
valued mapping. This fact makes it possible to construct in analytic form the upper
and lower resolving functions [3] for a wide class of conflict-controlled processes.
This methodology is also developed for the matrix resolving functions [4]. Suggested
scheme allows evolution of the continuous and discrete controls quality in the game
approach problems. The results are illustrated by the model examples. In addition, it
should be noted that the method of resolving function provides full substantiation
of the classic rule of parallel pursuit, the Euler curve chase method, methods of
proportional navigation and ray pursuit [5, 6, 7], well known to the designers of
rocket and space technology.

Acknowledgements. This work was partially supported by National Research
Foundation of Ukraine under grant number 2020.02/0121.
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We consider the cubic differential system of the form

ẋ = y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

ẏ = −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y),
(1)

in which P (x, y) and Q(x, y) are real and coprime polynomials in the variables x
and y. The origin O(0, 0) is a singular point of a center or a focus type for (1). The
problem arises of distinguishing between a center and a focus, called the problem of
the center. It was solved for some families of cubic differential systems (1) having
invariant algebraic curves in [1], [2], [3], [4], [5], [6].

An approach to the problem of the center is to study the local integrability of
the system (1) in some neighborhood of the singular point O(0, 0). It is known that
a singular point O(0, 0) is a center for system (1) if and only if it has a holomorphic
first integral F (x, y) = C or a holomorphic integrating factor of the form µ =
1 +

∑
µj(x, y) in some neighborhood of O(0, 0) [1].

We find the integrability conditions for cubic system (1) assuming that the
system has homogeneous invariant straight lines and exponential factors. By [1],
as homogeneous invariant straight lines Ax+By = 0, the system (1) can have only
the lines x∓ iy = 0, i2 = −1. In this case the system looks

ẋ = y + ax2 + (g − b)xy + fy2 + kx3 + (r − n+ s)x2y+
+ pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

ẏ = −(x+ gx2 + (f − a)xy + by2 + sx3 + (l − k + p)x2y+
+nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y),

(2)

Let h, g ∈ C[x, y] be relatively prime in the ring C[x, y]. The function Φ =
exp(g/h) is called an exponential factor of a system (2) if for some polynomial
K ∈ C[x, y] of degree at most two it satisfies the equation

∂Φ

∂x
P (x, y) +

∂Φ

∂y
Q(x, y) ≡ ΦK(x, y). (3)

In [1] the problem of the center was solved for cubic system (2) with: one invariant
straight line, two invariant straight lines, one invariant conic.

An integrating factor for system (1) on some open set U of R2 is a C1 function
µ defined on U , not identically zero on U such that

P (x, y)
∂µ

∂x
+Q(x, y)

∂µ

∂y
+ µ

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
≡ 0. (4)
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We determine the center conditions for cubic system (2) by constructing integrati-
ng factors of the Darboux form [6]

µ = (x− iy)α1(x+ iy)α2Φα3 , (5)

with Φ = exp (g(x, y)) and Φ = exp
(
g(x,y)

x2+y2

)
, where αj ∈ C and g(x, y) is a real

polynomial having deg(g) ≤ 2. Identifying the coefficients in {(3), (4)} and solving
the obtained algebraic systems, we prove the following theorem

Theorem. The cubic system (1) has an integrating factor of the form (3) if and
only if one of the following sets of conditions holds:

(i) c = g − b, d = l = m = q = r = 0, f = a, k = p = a(g − b), s = n;
(ii) c = g − b, d = f − a, g = (abf − bf2 + fl − al + br)/(a2 − af + r), s = n,

n = (pl)/r, k = p = [r(ab− bf + l)]/(a2 − af + r), q = l, m = r;
(iii) c = g − b, d = f − a, k = m = p = r = 0, q = l, l = bf − ag, s = n,

(ag − bf)(b− g) + (a− f)n = 0;
(iv) c = d = 0, f = a, g = b, k = p = q = l, m = r, s = n;
(v) c = g− b, d = f −a, k = l, q = p, n = 2r− s, m = 2s− r, p = −3l, l = b(a+ f),

s = a2 + af − b2 − bg + r, ag − bf = 0;
(vi) c = g − b, d = f − a, k = ag, l = bf , m = af − bg + r, n = −m, p = −bf ,

q = −ag, s = r;
(vii) c = −2b, d = −2a, f = −a, g = −b, k = l, m = 2r − n, p = q = −l, s = r.
Under the conditions (i)–(vii) the origin is a center for cubic system (1).
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Let X be a metric space and T be a continuous mapping T : X → X. We say
that T is a dynamical system on X considering the sequence of maps {Tn}, n ∈ N.

A dynamical system T : X → X is called topologically transitive if, for any pair
U, V of nonempty open subsets of X there exists some integer k ≥ 0 such that
T k(U) ∩ V 6= ∅.

Let us construct the ring of positive multisets R+. Throughout this paper `1
means the real Banach space of all absolutely summing sequences. Denote

`+1 := {x = (x1, x2, . . .) ∈ `1 : xi ≥ 0, i ∈ N}.

Let suppx be the subset of all indexes j ∈ N such that xj > 0. We say that x ∼ y,
x, y ∈ `+1 if there is a bijection σ : suppx → supp y such that xi = yσ(i) for every
i ∈ suppx. It is known that x ∼ y if and only if P (x) = P (y) for every symmetric
polynomial P on `1. Let us denote by R+ the quotient set `1/ ∼ . Thus, R+ consists
of classes of equivalence

[x] = {y : y ∼ x}.
In other words, [x] = [(x1, x2, . . .)] is an unordered family of positive numbers with
possible repetitions such that

∥∥[x]
∥∥ := ‖x‖ =

∞∑
n=1

xn <∞.

By this reason, we can think [x] as a multiset of positive numbers and R+ as a set
of positive multisets (or multinumbers).
R+ is a semiring with respect to the following operations. Let [x]+ [y] = [x]∪ [y]

be just the union of two multisets, and [x][y] be the multiset containing all products
xiyj . Also, we can multiply [x] by positive constants λ[x] = [λx]. In addition, we
can use in R+ the set theoretical operations “∩”, “\”, [x]4[y] = ([x] \ [y]) + ([y] \ [x])
in the natural sense.

The ring R+ is a metric space with respect to the following metric

d([x], [y]) :=
∥∥[x]4[y]

∥∥.
From results in [5] we can get the following theorem.

Theorem 1. 1. d([x], [y]) is a metric.
2.
(
R+, d

)
is a complete metric space.

3. The operation of addition and multiplication are continuous in the metric d.
4. The multiplication by a constant is discontinuous but λ[x] → 0 if λ → 0, for

every fixed [x].

5. The metric space
(
R+, d

)
is nonseparable.
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For every x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ `+1 we denote by M(x) = (maxi xi, 0, 0, . . .).
For a given λ > 1 we define the following map Tλ : R+ →R+,

Tλ([x]) = λ
(
[x] \ [M(x)]

)
.

In other words, Tλ cancels the maximal coordinate of x and multiply the result by
λ. It is easy to check that Tλ is continuous in

(
R+, d

)
. Note that Tλ is not additive.

Theorem 2. Operator Tλ is topologically transitive on R+ for every λ > 1.

Note that the proof of Theorem 2 is still true if we replace the topology of R+

by any metrizable semiring topology such that Tλ is continuous, X0 is dense in R+

and Sn([y])→ 0 as n→∞.
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Boundary value problems for integro-differential equations with a deviating argu-
ment are mathematical models of various applied processes in biology, immunology
and medicine. Finding solutions to boundary value problems with a time delay in
analytical form is possible only in the simplest cases, so the real task is to develop
efficient methods for finding their approximate solutions. The application of the
spline function method to the approximation of boundary value problems for integro-
differential equations has been studied in [1]. The goal of this paper is to extend
the approximation schemes using cubic splines of defect two for boundary value
problems for integro-differential equations with many delays [2, 3].

Let us denote

[y(x)] =
(
y
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y

(
x− τn(x)

))
,

[y(x)]1 =
(
y′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′

(
x− τn(x)

))
,

[y(x)]2 =
(
y′′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′′

(
x− τn(x)

))
.

Consider a boundary value problem

y′′(x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
+ (1)

+

b∫
a

g
(
x, s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
ds, x ∈ [a; b],

y(p) (x) = ϕ(p) (x) , p = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (2)

where τ0 (x) = 0, τi (x) , i = 1, n are continuous nonnegative functions defined on
[a, b], ϕ (x) is a twice continuously differentiable function on [a∗; a], γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

In this paper we investigate boundary value problems for nonlinear integro-
differential equations of neutral type. Sufficient conditions for the existence of soluti-
ons of such problems are established. The iterative schemes for finding approximate
solutions of these problems using cubic splines of defect two are constructed and
substantiated, the convergence of the iterative process is investigated. The use of
spline functions allows us to construct algorithms that are simple to implement and
at the same time suitable for solving a wide class of boundary value problems.
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The correct solvability of two-pointed problem by t for parabolic differential
equation is established for the class differentiable functions.

The Cauchy problem for parabolic equation (including the heat equation) are
quite fully studied in various spaces functions [1]. We conducted a study of the
parabolic two-pointed problem by t using [2] and [3] and our problem is solved by
the first time.

Consider the equation

∂u

∂t
= M(t)

∂2u

∂x2
−B(t)p(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ Π ≡ (0, T )× R (1)

and a nonlocal condition

u(0, x) = ϕ1(x), u(T, x) = ϕ2(x), x ∈ R (2)

M(t) > 0, B(t), f(t, x), ϕ1(x), ϕ2(x) – are known functions v(t, x), p(t, x) – are not
known functions (t, x) ∈ Π. Under solution of the problem (1), (2) we understand
the pair of functions
1. u ∈ C1,2

t,π (Π), p ∈ KC(Π) – class of piecewise continuous functions;
2. functions u and p satisfy equation (1);
3. function u satisfies the boundary conditions (2).
For given problem we obtained following results:

Theorem 1. Let M(t) > 0, t ∈ [0, T ], ϕ1(x), x ∈ R,− are continuous bounded
functions I(t) =

∫ t
0
M(τ)dτ > 0 for t ∈ [0, T ].

Then fundamental solution of Cauchy problem

∂u(t, x)

∂t
= M(t)

∂2u(t, x)

∂x2
, (t, x) ∈ Π,

u(0, x) = ϕ1(x), x ∈ R.
obtains the view

G(t, x) =
1

2
√
πI(t)

exp

{
− |x|

2

4I(t)

}
, (t, x) ∈ Π,

and the only solution to this problem is written in the form of a convolution

u(t, x) =

∫ ∞
−∞

G(t, x− ξ)ϕ1(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π.
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If the initial condition of the problem at t = h > 0, where h – the number, then

I(t) =

∫ t

h

M(τ)dτ, t ∈ [p, T ].

For M(t) = a2, a− fixed, I(t) = a2t > 0 for t ∈ (0, T ] and this result is known
from the classic course of mathematical physics. As well solution of this problem
exists for increasing power functions ϕ(x), x ∈ R.

Theorem 2. When Theorem 1 is fulfilled, the convolution formula for the Greene
function is valid G(t, x):

G(t, x) =

∫ ∞
−∞

G(t− β, x− y)G(β, y)dy, (t, x) ∈ Π.

If some operator A can act on the last expression, then we choose the convolution
formula for AG(t, x).

For proof theorem 2 is used theorem 1.
In equation (1) term B(t)p(t, x) combine with f(t, x) and stat the solution of

the Cauchy problem in the form of a sum of convolutions

u(t, x) =

∫ ∞
−∞

G(t, x− y)ϕ1(y)dy +

∫ t

0

dτ

∫ ∞
−∞

G(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)−

−B(τ)p(τ, ξ)]dξ, (t, x) ∈ Π

(3)

While second boundary conditions is satisfied u(T, x) = ϕ2(x) we obtain the
Fredholm equation of the first kind with respect to the unknown function p(t, x),
which is searched in the form

p(t, x) = B(t)G(t, x)C,

C - constant.
Substituting p(t, x) in the equation

∫ T

0

dτ

∫ ∞
−∞

G(T − τ, x− ξ)B(τ)p(τ, ξ)dξ =

=

∫ ∞
−∞

G(T, x− ξ)ϕ1(ξ)dξ +

∫ T

0

dτ

∫ ∞
−∞

G(T − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ − ϕ2(x) ≡ Φ(T, x)

for C we obtain linear algebraic equation, which has solution, which contains convoluti-
on formula and after simplification takes the form

C = Φ(T, x)(G(T, x))−1

(∫ T

0

B2(τ)dτ

)−1

.

Therefore

p(t, x) = B(t)G(t, x)Φ(T, x)

(
G(T, x)

∫ T

0

B2(τ)dτ

)−1

. (4)
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Substituting (4) in (3) we obtain the pair of researched functions u(t, x), p(t, x).
Thus the following is true

Theorem 3. Let f(t, x) ∈ C1,2
t,x (Π),M(t) > 0, t ∈ (0, T ). Then pair of functions

p(t, x), from (4) and u(t, x) from (3), where p(t, x) from (4), is classic solution of
(1), (2) problem for continuous and limited initial functions ϕ1(x), ϕ2(x), x ∈ R.

A similar problem with a multipoint boundary condition can be solved.

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type. – Basel-
Boston-Berlin : Birkhauser Verlag, 2004, - 390 p.

2. Matiychuk M.I. Parabolic and elliptic problems in Dini spaces : monograph. –
Chernivtsi, 2010. – 248 p.

3. Drin I.I., Drin S.S., Drin Y.M., About one problem for equation of
fractal diffusion with argument deviation. // Proceedings of the Sixth
International Conference on «INFORMATICS AND COMPUTER TECHNI-
CS PROBLEMS» (PICT – 2017). – 5-8 october 2017. Chernivtsi, 2017. – p.
29-31.

41
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Let n, n1, n2 and n3 be given positive integers such that n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ 1 and
n = n1 + n2 + n3. We suppose that spatial variable x ∈ Rn consists of three groups
of variables x := (x1, x2, x3), where components xj := (xj1, . . . , xjnj ) ∈ Rnj , j ∈
{1, 2, 3}; ΠH := {(t, x)|t ∈ H,x ∈ Rn}, if H ⊂ R.

Consider the equation

Lu(t, x) := (SB −A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

with

SB := ∂t −
n2∑
j=1

(
n1∑
s=1

b1sjx1s

)
∂x2j −

n3∑
j=1

(
n2∑
s=1

b2sjx2s

)
∂x3j , (2)

A(t, x, ∂x1) :=

n1∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi∂xj +

n1∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x).

The differential expression (2) has the following matrix form

SB = ∂t − (x,BDx),

where B is a n× n-matrix which has the structure

B :=

O B1 O
O O B2

O O O

 , (3)

B1 , B2 are matrices which consists of the real numbers b1ij , i ∈ {1, ..., n1}, j ∈
{1, ..., n2}, b2ij , i ∈ {1, ..., n2}, j ∈ {1, ..., n3} respectively; O are zero-matrices of the
corresponding dimensions, (·, ·) is the scalar product in Rn;
Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1

, ∂x21 , ..., ∂x2n2
, ∂x31 , ..., ∂x3n3

).
We suppose the following conditions hold.
A1. For the matrix (3) in which the blocks B1 and B2 we can write in the form(

B1
1

B1
2

)
and

(
B2

1

B2
2

)
, where B1

1 , B1
2 , B2

1 and B2
2 are n2×n2−, (n1−n2)×n2−, n3×n3−

and (n2 − n3)× n3−matrix respectively, the conditions detBi1 6= 0, i ∈ {1, 2} fulfill.
A2. There exists a constant δ > 0 such that for each point (t, x) ∈ Π[0,T ] and

σ1 ∈ Rn1 the inequality

Re
n1∑
i,j=1

aij(t, x)σ1iσ1j ≥ δ
n1∑
i=1

σ2
1i

holds.
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The class of the equations (1) which satisfy the conditionsA1–A2 in the paper [2]
is denoted by EB22. This class is a generalization of the class of degenerate parabolic
equations of Kolmogorov type E22 from the monograph [1]. In the works [5, 2] it
was constructed so called L-type fundamental solutions for equations from the class
EB22, and some their properties were established. The main feature of the research in
these works is the establishing of an one-to-one correspondence between the classes
EB22 and E22.

In our research we build and study the classic fundamental solution of the Cauchy
problem for the equation (1). The method uses the results of the papers [3, 4]. Also we
apply a special Hölder conditions with respect to spatial variables for the coefficients
of the expression A(t, x, ∂x1) (namely, for the functions aij , ai, a0) additionally.

1. Eidelman S. D., Ivasyshen S. D., Kochubei A. N. Analytic methods in the
theory of differential and pseudo-differential equations of parabolic type. —
Basel: Birkhäuser, 2004. — 390 p. —Ser. Operator Theory: Adv. and Appl. —
Vol.152.

2. Ivashyshen S.D., Layuk V.V. The fundamental solutions of the Cauchy problem
for some degenerate parabolic equations of Kolmogorov type // Ukr. Mat. J. –
2011. – 63 (11), P.1469–1500. (in Ukrainian)

3. Ivashyshen S.D., Medynsky I.P. The classic fundamental solution of the Cauchy
problem for ultraparabolic Kolmogorov-type equations with two groups of spati-
al variables of degeneration. I // Math. methods and phis.-mech. fields. – 2017.
– 60 (3), P.9–31. (in Ukrainian)

4. Ivashyshen S.D., Medynsky I.P. The classic fundamental solution of the Cauchy
problem for ultraparabolic Kolmogorov-type equations with two groups of spati-
al variables of degeneration. II // Math. methods and phis.-mech. fields. – 2017.
– 60 (4), P.7–24. (in Ukrainian)

5. Layuk V.V. The fundamental solution of the Cauchy problem for one class of
degenerate parabolic equations of Kolmogorov type // Nauk. visnyk Cherni-
vetskogo un-tu. Matematyka. – Ruta, 2005. – 239, P.82–85. (in Ukrainian)
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An invariant random subgroup (IRS for short) of a countable group G is a Borel
probability measure µ on the space Sub(G) of subgroups of G invariant with respect
to conjugation under elements of G. It can be viewed as a natural generalization
of a normal subgroup and as a canonical way of constructing measure-preserving
actions of G (see e.g. [12], [3], [13]). Character on G is a positive-definite function
on G constant on conjugacy classes. A character is called indecomposable if it is
an extreme point in the set of all characters. Characters play important role in
representation theory arising naturally as traces of operators of representations (see
e.g. [11], [9], [10], [5], [4]). To an IRS µ on a countable group G one can associate
in a standard way two characters on G:

χµ(g) = µ({H ∈ Sub(G) : gHg−1 = H}), g ∈ G;

ψµ(g) = µ({H ∈ Sub(G) : g ∈ H}), g ∈ G.

Let IRS(G) (EIRS(G)) stand for the set of invariant (ergodic invariant) random
subgroups ofG. Let Char(G) (IChar(G)) stand for the set of characters (indecomposable
characters) on G. Consider the two maps X ,Ψ : EIRS(G)→ Char(G) given by

X : µ→ χµ, and Ψ : µ→ ψµ, µ ∈ EIRS(G). (1)

Some natural questions about these maps for a particular group G are
(i) Do X and Ψ coincide?
(ii) Is X or Ψ injective?
(iii) Is it true that X (EIRS(G)) or Ψ(EIRS(G)) is a subset of IChar(G)?
(iv) Is it true that X (EIRS(G)) or Ψ(EIRS(G)) contains IChar(G)?
In general, these questions were not studied much yet. However, the answers are
known for some classes of groups.

For the infinite symmetric group S(∞) both, indecomposable characters on
S(∞) (see [11], [9], or [10]) and EIRSs of S(∞) (see [12]) are parameterized by
two non-increasing sequences of non-negative numbers α = {αi}i∈N, β = {βi}i∈N
such that

∑
αi +

∑
βj 6 1. However, the maps X and Ψ do not completely respect

the parametrization. Namely, if µα,β is the EIRS and χα,β is the indecomposable
character corresponding to the sequences α, β, then one has:

X (µα,β) = χα∪β,0∞ , Ψ(µα,β) = 1
2
(χα,β + χα∪β,0∞).

Thus, the map Ψ is injective on EIRS(S(∞)), the map X sends EIRS(S(∞)) inside
IChar(S(∞)), but all other questions from (i)-(iv) have negative answers.

Another example for which the answers to questions (i)-(iv) are known is a
certain class of simple approximately finite groups, for which it follows from [5] and
[6] that all the answers to (i)-(iv) are positive.
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In this work we focus on the case when G is a weakly branch (or even branch)
group acting on a d-regular rooted tree Td, d > 2. Branch groups were introduced
by the second author in [7] and play important role in many investigations in group
theory and around (see [2]). They contain groups of intermediate growth, amenable
but not elementary amenable groups, groups with finite commutator width etc.
Weakly branch groups is a natural generalization of the class of branch groups and
keep many nice properties of branch groups (for instance absence of nontrivial laws,
see [1]). Weakly branch groups also play important role in studies in holomorphic
dynamics (see [8]) and in the theory of fractals.

In [3] the authors constructed a continuum of EIRS for any weakly branch group
G acting on a d-regular rooted tree Td, d > 2. Equip the closure G with the Haar
measure. Given a closed but not open subset (clonopen, for short) C ⊂ ∂Td let
[C] = GC be the collection of shifts of C under G equipped with the push-forward
measure λ[C]. Both, the pointwise stabilizer and the set stabilizer of shift gC for a
randomly chosen g ∈ G, are EIRS, which we denote by µp

[C] and µ[C] correspondingly.
For simplicity, denote

χC = X (µ[C]), χ
p
C = X (µp

[C]), ψC = Ψ(µ[C]), ψ
p
C = Ψ(µp

[C]).

We obtain a series of results on the above characters and the questions (i)-(iv) for
the case of weakly branch and branch groups. Let us start with the formulas for
computing these characters.

Lemma 1. Let G < Aut(Td) be a weakly branch group, where d ∈ N, d > 2. Then
for any clonopen subset C ⊂ ∂Td and any g ∈ G one has:

χC(g) = λ[C]({B ∈ [C] : St(B) = St(gB)}) >
ψC(g) = χp

C(g) = λ[C]({B ∈ [C] : gB = B}) >
ψp
C(g) = λ[C]({B ∈ [C] : g|B = Id}.

(2)

Using the results of [4] we find sufficient conditions for indecomposobility of the
character ψC . As a corollary we obtain

Theorem 1. For any branch group G acting on Td, d > 2, and any closed set
C ⊂ ∂Td with empty interior the character ψC is indecomposable.

The above theorem means that Ψ is injective on the set of EIRS {µC : C ⊂
∂Td is clonopen}. In addition, we provide an example, showing that the conditi-
on of empty interior cannot be dropped.

Next, we study the characters χp
C .

Theorem 2. Let G be a weakly branch group acting on a d-regular rooted tree
T = Td, d > 2. Then the following is true.

1. There exists a continuum C1 of classes [C], C ∈ C, such that for any distinct
classes [C1], [C2] ∈ C1 one has µ[C1] = µ[C2], and so χp

C1
= ψC1 = ψC2 = χp

C2
.

2. There exists a continuum C2 of classes [C], C ∈ C such that for any distinct
classes [C1], [C2] ∈ C2 one has χp

C1
6= χp

C2
.

Moreover, the character χp
C is indecomposable for every [C] ∈ C1 ∪ C2.
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The results of Theorem 2 imply that the map X on IChar(G) is "highly"non-injective
for every weakly branch group G. Finally, concerning the character ψp

C , we show

Theorem 3. For any weakly branch group G acting on a d-regular rooted tree
T = Td, d > 2, for any distinct classes [C1], [C2], C1, C2 ∈ C, the characters ψp

C1

and ψp
C2

are distinct.

The latter implies that for every weakly branch group G the map Ψ is injective on
the set of EIRS of the form µp

[C], C ⊂ ∂T clonopen. Notice that we do not know any
examples of groups G for which Ψ is not injective on EIRS(G).

Among other examples, we construct a weakly branch group G acting on the
binary rooted tree T2 and a closed subset C ⊂ ∂T2 with empty interior such
that the character ψµC = χµp

C
decomposes into an integral of continuum many

indecomposable characters. In particular, neither X (EIRS(G)), nor Ψ(EIRS(G))
needs to be a subset of IChar(G).
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Consider the bilateral matrix polynomial equation

A(λ)X(λ) + Y (λ)B(λ) = C(λ), (1)

where A(λ) ∈ M(n,m,F [λ]), B(λ) ∈ M(p, q,F [λ]) and C(λ) ∈ M(n, q,F [λ])
are known matrices over ring of polynomials F [λ], F is a field. M(n,m,F [λ])
is the set of n × m matrices over F [λ]. Matrices X(λ) ∈ M(m, q,F [λ]) and
Y (λ) ∈ M(n, p,F [λ]) are unknown and they are called a solution to (1) if they
satisfy (1).

Matrix equation (1) is also called the Sylvester matrix polynomial equation and
it has many applications in dynamical system theory [1], in control theory [2] and
in many other areas. The criterion of solvability to the matrix polynomial equation
(1) is established by Roth in [3].

Obviously, if the matrix polynomial equation (1) is solvable, then it has solutions
of unbounded above degrees. So, it is important to investigate which solutions
of minimal degree this equation has. This problem was solved only in particular
cases. In [4], there has been given a necessary and sufficient condition that two
regular polynomial matrices A(λ) and B(λ) have relatively prime determinants is
that the equation (1), where C(λ) is a constant matrix, has a unique solution with
the degrees of X(λ), Y (λ) less than the degrees of A(λ), B(λ), respectively. In
[5], it has been called such solution minimal and established that if in the equati-
on (1) only A(λ) or B(λ) (not necessarily both) is regular, then there exists a
unique minimal solution if and only if determinants of matrices A(λ) and B(λ)
are relatively prime and degC(λ) ≤ degA(λ) + degB(λ) − 1. Row and column
structure of bounded degrees solutions to the equation (1) with respect to degrees
of corresponding invariant factors of matrices A(λ) and B(λ) are described in [6]. A
criterion for the uniqueness of such solutions is also pointed out.

In [7], two problems of zero-degree solutions to the bilateral matrix polynomial
equation (1) are formulated and necessary and sufficient conditions for the existence
of solutions to the problems are established.

The main purpose of this paper is to present the necessary and sufficient condi-
tions for the existence of linear solutions to the matrix equation (1).

Theorem. Let r = max(degA(λ), degB(λ)), where matrices A(λ) and B(λ) from
matrix polynomial equation (1), i.e.,

A(λ) = Arλ
r + . . .+A1λ+A0,

B(λ) = Brλ
r + . . .+B1λ+B0

and degC(λ) ≤ r + 1, i.e.,

C(λ) = Cr+1λ
r+1 + Crλ

r + . . .+ C1λ+ C0.
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Matrix polynomial equation (1) has linear solution, i.e.,

X(λ) = X1λ+X0, Y (λ) = Y1λ+ Y0

if and only if
rank

[
G
]

= rank
[
c G

]
,

where

G =



Ar ⊗ Iq In ⊗Bᵀ
r 0 0

Ar ⊗ Iq Ar−1 ⊗ Iq In ⊗Bᵀ
r−1 In ⊗Bᵀ

r

Ar−1 ⊗ Iq Ar−2 ⊗ Iq In ⊗Bᵀ
r−2 In ⊗Bᵀ

r−1

· · · · · · · · · · · ·
A1 ⊗ Iq A0 ⊗ Iq In ⊗Bᵀ

0 In ⊗Bᵀ
1

A0 ⊗ Iq In ⊗Bᵀ
0 0 0


,

c =
[
cr+1 cr . . . c1 c0

]ᵀ
,

ci =
[
ci1 ci2 . . . cin

]
,

cij is the j−th row of matrix Ci, i = 0, 1, . . . , r + 1, j = 1, . . . , n, Ik is the k × k
identity matrix, the symbol ⊗ denotes the Kronecker product, ᵀ denotes the transposi-
tion.
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In this paper we propose a novel algorithm for the numerical solution of the
Dirichlet problem for the biharmonic one-dimensional in the space variable equation
in an interval, involving a potential, as follows.(

d

dx

)4

u(x) + c(x)u(x) = φ(x), 0 < x < 1,

u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0.

Here the function φ(x) and the potential c(x) are given functions.
We use a high-order finite-difference scheme, based on the Hermitian derivative

following the strategy suggested in the paper [1]. For the resolution of the ensuing
linear system we apply a new algorithm, leading to an optimal O(N) complexity.
This is achieved by an application of the theory of quasiseparable matrices.

This is a joint work with M.Benartzi and D.Fishelov.

1. D.Fishelov, M.Ben-Artzi, J.P.Croisille, Recent advances in the study of a fourth-
order ompact scheme for the one-dimensional biharmonic equations, J Sci.
Comput, 53 (2012), 55–79.
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Consider the initial value problem (IVP)

d

dt
[A(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)), (1)

x(t0) = x0, (2)

where t ∈ [t+,∞), t0 ≥ t+ ≥ 0, A, B ∈ C([t+,∞),L(Rn)) and f ∈ C([t+,∞) ×
Rn,Rn). The time-varying operators A(t), B(t) can be degenerate (noninvertible).
An implicit differential equation of the form (1) with a degenerate operator A(t) (for
some t) is called a nonautonomous (or time-varying) degenerate differential equation
(or semilinear differential-algebraic equation). A function x ∈ C([t0, t1),Rn) (t1 ≤
∞) is called a solution of (1) on [t0, t1) if (Ax) ∈ C1([t0, t1),Rn) and x(t) satisfies
(1) on [t0, t1). If the solution x(t) satisfies the initial condition (2), then it is called
a solution of the IVP (1),(2).

In [3], two combined numerical methods for the equation (1), which have the
first and second orders of convergence, are obtained. To demonstrate the practical
application of the obtained methods and theorems, the numerical and theoretical
analyses of mathematical models of the dynamics of electric circuits are carried out.
Earlier, numerical methods for autonomous (time-invariant) degenerate DEs were
obtained (see [1]).

It is assumed that λA(t) + B(t) is a regular pencil of index not higher than 1
(index 0 or 1). This means that for each t ≥ t+ the pencil is regular, and there exist
functions C1, C2 : [t+,∞)→ (0,∞) such that the condition

‖(λA(t) +B(t))−1‖ ≤ C1(t), |λ| ≥ C2(t),

holds for each t ∈ [t+,∞). Then for each t ∈ [t+,∞) there exist the two pairs of
mutually complementary projectors P1(t), P2(t) and Q1(t), Q2(t) [4] which generate
the decompositions of Rn into the direct sums of subspaces Rn = X1(t)+̇X2(t) and
Rn = Y1(t)+̇Y2(t), where Xj(t) = Pj(t)Rn, Yj(t) = Qj(t)Rn, j = 1, 2, such that
A(t), B(t) : Xj(t)→ Yj(t), and the restricted operators Aj(t) = A(t)|Xj(t) , Bj(t) =

B(t)|Xj(t) : Xj(t) → Yj(t), j = 1, 2, are such that A2(t) = 0 and there exist the
operators A−1

1 (t) (if X1(t) 6= {0}) and B−1
2 (t) (if X2(t) 6= {0}). Using the projectors,

for each t ∈ [t+,∞) we obtain the auxiliary operator G(t) = A(t) + B(t)P2(t) ∈
L(Rn) [4].

One of the advantages of the developed numerical methods is the possibility to
numerically find the spectral projectors Pi(t), Qi(t). The algorithm for the calculati-
on of the projectors is given in [3]. Below, the combined method which has the first
order of convergence is presented.
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Theorem 1 ([3]). Let the conditions of the theorem [2, Theorem 2.1] or [2, Theorem
2.2] be satisfied, and in addition let the operator

Φt∗,P1(t∗)z∗,P2(t∗)u∗ = Φt∗,P1(t∗)z∗(P2(t∗)u∗) : X2(t∗)→ Y2(t∗),
which is defined by [2, (2.2), p.25] or [2, (2.16), p.29] for each (fixed) t∗, x∗p1

(t∗) =
P1(t∗)z∗, x

∗
p2

(t∗) = P2(t∗)u∗, be invertible for each
(t∗, P1(t∗)z∗ + P2(t∗)u∗) ∈ [t0, T ]× Rn.

Let A, B ∈ C2([t0, T ],L(Rn)), C2 ∈ C2([t0, T ], (0,∞)), f ∈ C1([t0, T ]×Rn,Rn) and
an initial value x0 be chosen so that the consistency condition (t0, x0) ∈ Lt+ holds.
Then the method: z0 = P1(t0)x0, u0 = P2(t0)x0,
zi+1 =

(
IRn + h

[
P ′1(ti)−G−1(ti)Q1(ti)[A

′(ti) +B(ti)]
]
P1(ti)

)
zi +

+ hG−1(ti)Q1(ti)f
(
ti, xi

)
,

ui+1 = ui −
[
IRn −G−1(ti+1)Q2(ti+1)

∂f

∂x

(
ti+1, P1(ti+1)zi+1 +

+ P2(ti+1)ui
)
P2(ti+1)

]−1[
ui −G−1(ti+1)Q2(ti+1)

[
f
(
ti+1, P1(ti+1)zi+1 +

+ P2(ti+1)ui
)
−A′(ti+1)P1(ti+1)zi+1

]]
,

xi+1 = P1(ti+1)zi+1 + P2(ti+1)ui+1, ti+1 ∈ ωh, i = 0, ..., N − 1,
ωh = {ti = t0 + ih, i = 0, ..., N − 1, tN = t0 +Nh = T},
which approximates the initial value problem (1), (2) on [t0, T ], is convergent of
order 1, that is, max

1≤i≤N
‖x(ti) − xi‖ = O(h), h → 0 (‖x(t0) − x0‖ = 0), where x(t)

is an exact solution of the IVP (1), (2) (xi is the value of an approximate solution
at ti).

1. Filipkovska, M.S. Two combined methods for the global solution of implicit
semilinear differential equations with the use of spectral projectors and Taylor
expansions // Int. J. of Computing Science and Mathematics. – 2022. – 15, №
1. – P. 1–29. http://dx.doi.org/10.1504/IJCSM.2019.10025236

2. Filipkovskaya M.S. Global solvability of time-varying semilinear differential-
algebraic equations, boundedness and stability of their solutions. I // Differenti-
al Equations.– 2021. – 57, № 1. – P. 19–40.

3. Filipkovska M.S. Combined numerical methods for solving time-varying semi-
linear differential-algebraic equations with the use of spectral projectors and
recalculation. – 2022.

4. Rutkas A.G., Vlasenko L.A. Existence of solutions of degenerate nonlinear di-
fferential operator equations. Nonlinear Oscillations. – 2001. – 4, № 2. – P.
252–263.
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Linear differential operators of infinite order in the module of
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Gefter S., Piven’ A.
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Let K be an arbitrary integral domain with identity and let K[x] be the ring of
polynomials with coefficients in K. By a copolynomial (formal generalized function)
over the ring K we mean a K-linear mapping T : K[x] → K. The module of
copolynomials is denoted by K[x]′. If T ∈ K[x]′ and p ∈ K[x], then the result
of application T ∈ K[x]′ to p ∈ K[x] is written as (T, p). The derivative T ′ of a
copolynomial T ∈ K[x]′ is defined in the same way as in the classical theory of
generalized functions: (T ′, p) = −(T, p′), p ∈ K[x]. An important example of a
copolynomial is the δ-function which is defined by (δ, p) = p(0), p ∈ K[x].

The convergence of the sequence {Tn}∞n=0 to T in K[x]′ means that for every
polynomial p ∈ K[x] there exists n0 ∈ N such that

(Tn, p) = (T, p), n = n0, n0 + 1, n0 + 2, ....

We consider the differential operator F =
∞∑
j=0

aj
dj

dxj
of infinite order with coeffi-

cients aj ∈ K which acts on a copolynomial T ∈ K[x]′ by the following rule: if

p ∈ K[x] и m = degp, then (FT, p) =
m∑
j=0

aj(T
(j), p).

Lemma 1. The differential operator F : K[x]′ → K[x]′ is a linear continuous
mapping.

We present the following existence and uniqueness theorem for a differential
equation of infinite order in the module of copolynomials.

Theorem 1. Let T ∈ K[x]′ and let a0 be an invertible element of K. Then the

differential operator F =
∞∑
j=0

aj
dj

dxj
: K[x]′ → K[x]′ is bijective and therefore the

differential equation in K[x]′

Fu = T (1)

has a unique solution u = F−1(T ) = a−1
0

∞∑
n=0

GnT (n), where

G = −
∞∑
n=1

a−1
0 an

dn−1

dxn−1 .

Note that if Equation (1) has a unique solution for any copolynomial T ∈ K[x]′

then a0 is an invertible element of the ring K.
Theorem 1 implies following corollaries for first order and second order differenti-

al equations.

Corollary 1. Let a be an invertible element of the ring K and b ∈ K. Then for any
copolynomial T ∈ K[x]′ there exists a unique solution w ∈ K[x]′ of the equation

bw′ + aw = T.
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This solution has the form

w =

∞∑
n=0

(−1)n(a−1b)na−1T (n),

where the series converges in the topology on K[x]′.

Corollary 2. Let a be an invertible element of the ring K and b, c ∈ K. Then for
any copolynomial T ∈ K[x]′ there exists a unique solution w ∈ K[x]′ of the equation

cu′′ + bu′ + au = T.

This solution has the form

u =

∞∑
n=0

[n2 ]∑
j=0

(−1)n−jCjn−ja
j−n−1bn−2jcjT (n),

where the series converges in the topology on K[x]′.

Corollary 3. Let a0 be an invertible element of K. Then the differential equation
Fu = δ has a unique solution E = F−1(δ).

The copolynomial E is called the fundamental solution of the operator F .
The convolution T ∗ p of a copolynomial T ∈ K[x]′ and a polynomial p ∈ K[x]

is defined by

(T ∗ p)(x) = (T (y), p(x− y)) =

m∑
k=0

(−1)k(T, yk)
p(k)(x)

k!
,

where m = degp. Therefore T ∗ p ∈ K[x].
The convolution T1 ∗ T2 of copolynomials T1, T2 ∈ K[x]′ is defined as follows: if

p ∈ K[x] and p(x) =
m∑
n=0

p(n)(0)
n!

xn, then

(T1 ∗ T2, p) = (T1 ⊗ T2, p(x+ y)) =

m∑
n=0

(
T1(x),

p(n)(x)

n!

)
(T2(y), yn)

The following theorem shows that any solution of Equation (1) is represented as
the convolution of the fundamental solution E of the differential operator F and the
right-hand side T .

Theorem 2. Assume that assumptions of Theorem 1 hold. Then the unique solution
of the operator F has the form u = E ∗ T.

Let u(t, x) =
∞∑
n=0

un(x)tn, un(x) ∈ K[x]′ be a formal power series, i.e. u(t, x) ∈

K[x]′[[t]]. Define the partial derivatives

∂u

∂t
=

∞∑
n=1

nun(x)tn−1,
∂u

∂x
=

∞∑
n=0

u′n(x)tn.
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The action of the differential operator F =
∞∑
j=0

aj
dj

dxj
, aj ∈ K on a formal power

series u(t, x) =
∞∑
n=0

un(x)tn is defined by

(Fu)(t, x) =

∞∑
n=0

(Fun)(x)tn.

Denote by (u(t, x), p(x)) the action of u(t, x) ∈ K[x]′[[t]] on p(x) ∈ K[x], which is
defined by:

(u(t, x), p(x)) =

∞∑
n=0

(un(x), p(x))tn ∈ K[[t]].

Let u(t, x) =
∞∑
n=0

un(x)tn ∈ K[x]′[[t]]. The convolution of T ∈ K[x]′ and u(t, x) is

defined by the coefficientwise action:

(T ∗ u)(t, x) =

∞∑
n=0

(T ∗ un(x))tn ∈ K[x]′[[t]].

Consider the following Cauchy problem in the module K[x]′[[t]]:

∂u(t, x)

∂t
= (Fu)(t, x), (2)

u(0, x) = Q(x) ∈ K[x]′. (3)

A ring K is called a torsion-free Z-module, if the equality nx = 0 for some n ∈ N
and x ∈ K implies x = 0.

Theorem 3. Assume that the one of the following two conditions is fulfilled:
1. The ring K is a torsion-free Z-module and a0 = 0.
2. The ring K contains the field of rational numbers Q.

Then the Cauchy problem (2), (3) has a unique solution in the module K[x]′[[t]].
This solution has the form

u(t, x) =

∞∑
n=0

FnQ
n!

tn.

Corollary 4. Assume that the Condition of Theorem 3 are fulfilled. Then the
Cauchy problem

∂u(t, x)

∂t
= (Fu)(t, x), u(0, x) = δ(x)

has a unique solution in the module K[x]′[[t]]. This solutions has the form

EC(t, x) =
∞∑
n=0

(Fnδ)(x)

n!
tn. (4)
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The formal power series EC(t, x) ∈ K[x]′[[t]] defined by (4) is called the fundamental
solution of the Cauchy problem (2), (3). The following theorem shows that the
solution of the Cauchy problem (2), (3) is represented as the convolution of the
fundamental solution EC(t, x) and the initial condition Q.

Theorem 4. Assume that assumptions of Corollary 4 hold. Then a unique solution
of the Cauchy problem (2), (3) can be represented in the form

u(t, x) = EC(t, x) ∗Q.

This work was supported by the Akhiezer Foundation.
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Let A be a closed operator on a Banach space X with norm ‖·‖, and 0 < τ <∞.
We consider the Cauchy problem

u ∈ C([0, τ ];D(A)) ∩ C1([0, τ ], X),
u′(t) = Au(t), t ∈ [0, τ ],
u(0) = x, x ∈ X,

C0[τ ]

and, in accordance with [1], the (n+ 1)-times integrated Cauchy problem
v ∈ C([0, τ ];D(A)) ∩ C1([0, τ ], X),

v′(t) = Av(t) +
tn

n!
x, t ∈ [0, τ ], n ∈ N,

v(0) = 0.

Cn+1[τ ]

By definition, the problem Cn[τ ], n ∈ N0, is well-posed if for any x ∈ X it has a
unique solution. It is not difficult to verify that the problem C1[τ ] is well-posed if
and only if A is the generator of a C0-semigroup.

Now set

Φn(λ, t) =
1

λn+1

(
eλt −

n∑
k=0

(tλ)k

k!

)
, λ ∈ C.

For a fixed λ (a fixed t), the function Φn(λ, t) is entire with respect to t (to λ);
dΦn(λ,t)

dt
= Φn−1(λ, t); dkΦn(λ,t)

dtk
= λkΦn(λ, t) + λk−1tn

n!
+ · · · + tn−k+1

(n−k+1)!
, k =

0, 1, . . . n; dkΦn(λ,0)

dtk
= 0, k = 0, 1, . . . n; dn+1Φn(λ,0)

dtn+1 = 1.
In the case, where the operator A is normal on a Hilbert space, the following

assertion holds.

Theorem 1. Suppose that the operator A is normal on a Hilbert space X = H
with scalar product (·, ·). In order that a vector-valued function v(t) be a solution of
Cn+1[τ ], it is necessary and sufficient that∫

σ(A)

|Φn−1(λ, τ)|2 d(Eλx, x) <∞;

the solution can be represented in the form

v(t) =

∫
σ(A)

Φn(λ, t)x dEλ,

(Eλ is the resolution of identity of A and σ(A) is its spectrum). The well-posedness
of Cn+1[τ ] is equivalent to the relation

sup
λ∈σ(A)

|Φn−1(λ, t)| <∞, t ∈ [0, τ ].
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Return now to the case of an arbitrary closed operator A on a Banach space X.
We say that a vector x ∈

⋂
k∈N0
D(Ak) is of finite order if

∃γ ∈ R : ‖Akx‖ ≤ kkγ

(k ∈ N is sufficiently large). The infimum β = β(x) of such γ we call the order of x.
By the type of a vector x of β-order we mean the value

α = α(x) = inf{δ > 0 : ‖Akx‖ ≤ δkkkβ , k > k0(δ)}.

We are interested in the conditions on x, under which the problem Cn+1[τ ] has a
solution analytic in a neighbourhood of 0 as well as the conditions under which this
solution admits the extension to an entire vector-valued function of finite order ρ
and finite type σ. Recall that an entire vector-valued function y(z) is of order ρ if

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |y(z)| ≤ cεe(σ+ε)|z|ρ .

Theorem 2. The problem Cn+1[τ ] has a solution analytic in a neighbourhood of 0 if
and only if β(x) ≤ 1. In order this solution admit the extension to an entire vector-
valued function, it is necessary and sufficient that β(x) < 1 or β(x) = 1, α(x) = 0.
The entire solution is of order ρ and type σ if and only if the vector x has the order
β and the type α related to ρ and σ in the following way:

ρ = (1− β)−1, σ = (ρe)−1(αe)ρ.

In the case where β(x) ≤ 1, the solution v(t) is represented in the form

v(t) =

∞∑
k=n+1

tkAk−(n+1)x.

Assume now that Cn+1[τ ] is well-posed, and denote by Sn(A) the set of its
solutions when x runs over the whole space X, and let Tρn(A) be the set of all the
solutions which admit an extension to entire vector-valued functions of order ρ <∞.
We give the criteria for Tρn(A) to be dense in Sn(A).

The results mentioned above are announced in [2] .

1. Arendt W., El-Mennaoui O., Keyantuo V. Local integrated semigroups: evoluti-
on with jumps of regularity // J. Math. Anal. Appl. – 1994. – 186. – P. 572–595.

2. Gorbachuk V.M. On the solvability of (n+1)-times integrable Cauchy problem
in the class of analytic vector-valued functions // "Reports of the National
Academy of Sciences of Ukraine". – 2002. – № 6. – P. 7–10.
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On Groups of Isometries and Dilations of Local Fields and Their
Actions on Regular Trees

Grigorchuk Rostislav, Savchuk Dmytro

Recall that a discrete valuation v on a commutative field F is a homomorphism
from the multiplicative group F ∗ onto Z satisfying v(a+ b) ≥ inf{v(a), v(b)} for all
a, b ∈ F , taking into account the convention v(0) =∞. Let O = {a ∈ F : v(a) ≥ 0}
be the ring of integers of F and m be the maximal ideal in O. Then F is called a
(non-archimedean) local field if
(i) the cardinality q of the residue field O/m is finite,
(ii) F is complete when equipped with the metric θ(a, b) = q−v(a−b).

Examples of local fields include the field Qp of p-adic numbers and its finite
extensions and the field of formal Laurent series Fq((t)) over a field Fq of finite
characteristic.

Each element π ∈ m with v(π) = 1 generates m as an ideal in O. Let S ⊂ F be
the set of representatives of the residue field such that 0 ∈ S. Then each element
a ∈ F ∗ can be uniquely written as a formal Laurent series

a =

∞∑
i=n

siπ
i, sn 6= 0, (1)

where n = v(a) ∈ Z. This identification can be used to identify any local field F as a
metric space with metric θ with the punctured boundary ∂ωT̃q+1 = ∂ωT̃q+1−ω of the
(q+1)-regular tree T̃q+1 for a fixed end ω of the tree, equipped with a corresponding
ultrametric. Under this identification the ring of integers O is identified with the
boundary of a rooted tree Tq that corresponds to the series of the form (1) with
n = v(a) ≥ 0 (i.e., with no negative powers of π. We refer the reader to [7, 2]
for details. This tree is sometimes called Serre’s tree and is a particular case of a
Bruhat-Tits building [8]. The affine group Aff(F ), which is a subgroup of GL(2, F ),
acts on T̃d+1 and is isomorphic to a closed subgroup of Aut(T̃d+1).

We start from an (folklore type) observation connecting the groups of isometries
and dilations of local fields and their rings of integers with the automorphism groups
of trees.

Theorem 1. Let F be a local field with the ring of integers O and the residue field
of size q. Then
(i) the group Isom(O) of isometries of O is isomorphic to the group Aut(Tq) of

automorphisms of Tq.
(ii) the group Isom(F ) of isometries of F is isomorphic to the group Aut0(T̃q+1)ω

consisting of automorphisms of T̃q+1 that fix an end ω poitwise (fixing the verti-
ces in ω).

(iii) the group D(F ) of dilations of F is isomorphic to the group Aut(T̃q+1)ω consi-
sting of automorphisms of T̃q+1 that fix an end ω as a point of the boundary of
T̃q+1 (but possibly moving the vertices in ω along ω.

We use the above result to show that the groups Isom(O), Isom(F ), and D(F )
contain abstract subgroups with unusual and very different from linear groups
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properties. We construct examples of amenable totally disconnected locally compact
(TDLC) groups coming from the actions of self-similar groups on d-regular rooted
tree Td, d ≥ 2. Such groups are built as the closures of embeddings of the HNN
extensions of the liftable self-similar groups that we introduce here, into the group
of automorphisms (isometries, when viewed as a metric space) of T̃d+1. Obtained
groups belong to the class of scale groups, that are closed subgroups of the group
of automorphisms of T̃d+1 that fix an end of the tree and that are vertex-transitive.
These groups play an important role in theory of TDLC groups [1, 11]. We prove
the following embedding result.

Theorem 2. Let G be a liftable group acting on Td and σ : G → StG(i) be the
corresponding lifting. Then the ascending HNN extension G̃ of G by σ

G̃ = 〈G, t | relations in G, tgt−1 = σ(g) for all g ∈ G〉

embeds into the group Aut(T̃d+1)ω of automorphisms of T̃d+1 that fix a selected end
ω of T̃d+1 (and so in the case when d = q is a power of a prime, in the group D(F )
of dilations of a local field F ). Moreover, if G acts transitively on the first level of
Td, then G̃ acts transitively on the set of vertices of T̃d+1 and the closure of G̃ in
Aut(T̃d+1)ω is a scale group.

There are two sources of examples when this theorem is applicable. The first
one is the class of self-similar groups acting essentially freely on the boundary of
rooted tree. It includes such groups as the lamplighter group Z2 oZ, Baumslag-Solitar
groups BS(1, 3) and BS(1,−3), realizations of free groups and the free products
of cyclic groups as self-similar groups [9, 10, 6]. All such groups in the class of
groups generated by 3-state automata over 2-letter alphabet are classified in [3].
The second source of examples consists of groups of branch type admitting finite
L-presentations. This class includes the first Grigorchuk group G, Gupta-Sidki 3-
group [5], Basilica group [4], etc. As one of the main applications of Theorem 2 we
establish the following embedding result.

Theorem 3. The finitely presented Grigorchuk group G̃

G̃ = 〈a, b, c, d, t | a2, b2, c2, d2, bcd, (ad)4, (adacac)4, tst−1σ(s)−1, s ∈ {a, b, c, d}〉

that is a finitely presented amenable, but not elementary amenable group containing
a subgroup of intermediate growth, embeds into D(Q2). Moreover, when D(Q2) is
identified with Aut(T̃3)ω, the image of this embedding acts 2-transitively on T̃3 and
its closure is a scale group acting 2-transitively on the punctured boundary ∂ωT̃3 of
T̃3.
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Coefficient inverse problem for parabolic equation with strong
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In a domain QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} the coefficient inverse problem
of determining the functions b1 = b1(t), b2 = b2(t) in the degenerate parabolic
equation is considered:

wt = a(t)tβwxx + (b1(t)x+ b2(t))wx + c(x, t)w + f(x, t), (1)

w(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l], (2)

wx(0, t) = µ1(t), wx(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)
l∫

0

w(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)

l∫
0

xw(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (5)

It is known that a(t) > 0, t ∈ [0, T ] and the degeneration of the equation is caused
by the power function tβ , where β ≥ 1.

Using the apparatus of the Green functions for the initial-boundary value problems
for the parabolic equation, the Sсhauder fixed point theorem and properties of the
solutions of the homogeneous integral Voltera equations we obtain the following
result.

Theorem. Suppose that the assumptions
A1) ϕ ∈ C3[0, l], a ∈ C[0, T ], c, f ∈ C1,0(QT ), µi ∈ C1[0, T ], i = {1, 2, 3, 4};
A2) a(t) > 0, t ∈ [0, T ], ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, l];
A3) |f(x, t)| + |fx(x, t)| ≤ A1t

γ , |c(x, t)| + |cx(x, t)| ≤ A2t
γ , (x, t) ∈ QT ,

|µ′3(t)| ≤ A3t
γ , |µ′4(t)| ≤ A4t

γ , t ∈ [0, T ], where γ > β−1
2

and Ai, i = 1, 2, 3, 4
are arbitrary positive constants;

A4) µ1(0) = ϕ′(0), µ2(0) = ϕ′(l),
l∫

0

ϕ(x)dx = µ3(0),
l∫

0

xϕ(x)dx = µ4(0)

hold. Then there exists the unique local solution (b1, b2, w) ∈ (C[0, T0])2×C2,1(QT0)∩
C1,0(QT0

), |b1(t)| ≤ M1t
η, |b2(t)| ≤ M2t

η to the problem (1)-(5), where η =
min{γ, β} and M1,M2 are the positive constants defined by the input data.
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Let X and Y be a topological space and Z be a metric space. The space S(X ×
Y,Z) of separately continuous function f : X × Y → Z we always endows by the
cross-uniform topology. This topology is generated by the base which consists of the
sets

WE,ε(f0) =
{
f ∈ S(X × Y,Z) : |f(p)− f0(p)|Z < ε for any p ∈ crE

}
,

where E is a finite subset of X × Y ,

crE = (X × prY (E)) ∪ (prX(E)× Y )

is the cross of the set E, ε > 0 and f0 ∈ S(X×Y ). This topology was introduced in
[1] for the space S = S([0; 1]2,R) and called there by the topology of the sectionally
uniform convergence. In [1] it was proved only that S is a separable non-metrizable
complete topological vector space, and the authors asked about the other properties
of S. In [2, 3, 4] the authors proved that S(X×Y ) is a meager, compleat, barreled and
bornological topological vector space for any compacta X and Y without isolated
points.

Let w(X) denote the weight of a topological space X and let c(X) denote the
cellularity of X. The sharp cellularity is

c](X) = sup
{
|U|+ : U is a disjoint family of open sets in X

}
,

where |A| means the cardinality of a set A and m+ means the least cardinal number
which is grater then the cardinal number m. In [5] was announced the following
result.

Theorem 1. Let X,Y be infinity compacta and K be a compact. Then K embeds
into S(X × Y ) if and only if w(K) < min{c](X), c](Y )}.

Now we pass to the generalization of this result to the space S(X×Y,Z). Recall
that a compact space K calls an Eberlein compact if it is homeomorphic to some
subspace of Cp(X) for some compact spaceX. We start from the following observati-
on.

Theorem 2. Let X be a compact space, Y be a separable metrizable space and K
be a compact subspace of Cp(X,Y ). Then K is an Eberlein compact.

This result allows to modify the proof of Theorem 1 and obtain the following.

Theorem 3. Let X,Y be compacta, Z be a separable metric space and K be a
compact space which embeds into S(X × Y,Z) Therefore, the following inequality
holds: w(K) < min{c](X), c](Y )}.
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And now we obtain the following generalization of Theorem 1.

Theorem 4. Let X,Y be infinity compacta, Z be a separable metric space which
contains a homeomorphic copy of R and K be a compact. Then K embeds into
S(X × Y,Z) if and only if w(K) < min{c](X), c](Y )}.

1. Voloshyn H.A., Maslyuchenko V.K. The topologization of the space of separately
continuous functions, Carpathian Mathematical Publications 2013, 5(2), 199—
207.

2. H. A. Voloshyn, V. K. Maslyuchenko, O. V. Maslyuchenko, Embedding of the
space of separately continuous functions into the product of Banach spaces and
its barrelledness, Mathematical Bulletin of Shevchenko Scientific Society, 11
(2014), 36-50.

3. H. A. Voloshyn, V. K. Maslyuchenko, O. V. Maslyuchenko, The bornologicity
of the space of separately continuous functions, Mathematical Bulletin of Taras
Shevchenko Scientific Society, 12 (2015), 61-67.

4. H. A. Voloshyn, V. K. Maslyuchenko, O. V. Maslyuchenko, On Baireness of the
space of separately continuous function. Transactions of Institute of Mathemati-
cs, the NAS of Ukraine, 12 (2015) No. 3, 78-96.

5. Ivasiuk R., Maslyuchenko O., Compact subspaces of the space of separately
continuous functions with the cross-uniform topology and the sharp cellulari-
ty// Report of Meeting. The Twenty-second Debrecen–Katowice Winter Semi-
nar on Functional Equations and Inequalities Hajdúszoboszló (Hungary),
February 1–4, 2023. P.9-10. Annales Mathematicae Silesianae. 2023. Retrieved
from https://journals.us.edu.pl/index.php/AMSIL/article/view/15621 DOI:
10.2478/amsil-2023-0006
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Fractal analysis of the Guthrie-Nymann’s set
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We study properties of the set

X =

{
x | x =

∞∑
n=1

αn
4n
, αn ∈ {0, 2, 3, 5}

}
,

which is the set of subsums for the Guthrie-Nymann’s series

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ · · ·+ 3

4n
+

2

4n
+ . . . .

Such set contains the interval [3/4, 1], but it is not a finite union of closed intervals
[2]. In addition, the set X combines non-trivial properties of a nowhere dense set
and closed intervals. Following [3], because of its topological structure, one can call
this set a Cantorval (or M-Cantorval).

A Cantorval is one of three possible topological type of the set of subsums for a
convergent positive series. However, Cantorvals also naturally appear as the product

C1 ⊕ C2 = {x1 + x2;x1 ∈ C1, x2 ∈ C2}

of the arithmetic sum for two Cantor sets.
Every Cantorval is homeomorphic to the set K, which is defined as follows

K ≡ C ∪
∞⋃
n=1

G2n−1 ≡ [0, 1] \
∞⋃
n=1

G2n,

where C is the Cantor ternary set, Gk is the union of the 2n−1 open middle thi-
rds which are removed from [0, 1] at the n-th step in the construction of C. From
it follows that Guthrie-Nymann’s Cantorval X or any arbitrary Cantorval can be
represented as a union of intervals and some Cantor set. Next we define the set XI
as the set of all possible intervals contained in X. In addition, we define the set XC
as the Cantor-type part of X i.e XC = X \XI .

In the paper [1] were described topological and metric properties of the set X.
In particular, authors proved that X contains closed intervals having some special
form and calculated the Lebesgue measure for the set XI . The computation based
on the following important structural properties of X:
• The interval

[
2
3
, 1
]
is included in the Cantorval X.

• The set X \
[

2
3
, 1
]
⊂ X is the union of pairwise disjoint affine copies of X. In

particular, this union includes two isometric copies of Hn = 1
4n
· X, for every

n > 0.
• The subset X \

((
2
3
, 1
)
∪
(

1
6
, 1

4

)
∪
(

17
12
, 3

2

))
⊂ X is the union of six pairwise

disjoint affine copies of D =
[
0, 1

6

]
∩X.
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Let’s recall that Hausdorff dimension for a set E ⊂ Rn may be defined as

dimH E = inf{s ≥ 0 : for all ε > 0 there exist a cover {Ui} of E

such that
∑
|Ui|s ≤ ε}.

As the Cantorval X has positive Lebesgue measure, its Hausdorff dimension
equals to 1. However, there are no any results on fractal dimension of the Cantor
set XC .

In the talk we shall describe structural properties of the set XC as well as
calculate its fractal dimension. The set XC has complicated self-similar structure,
which does not satisfy open cover condition. The main result of our research may
be formulated in the following theorem.

Theorem. The set X of subsums for the Guthrie-Nymann’s series can be represented
as

X ≡ XI
⋃
XC ,

where XI is an infinity union of closed intervals having Lebesgue measure equals to 1,
XC is a Cantor set with zero Lebesgue measure and fractional Hausdorff dimension
dimH XC = log4 3.

In this context, naturally appear the following questions:
• Is it possible to represent an arbitrary Cantorval T , which is the set of subsums

for a convergent positive series, as a union of closed intervals TI and some
Cantor set TC with zero Lebesgue measure? In other words, is the Lebesgue
measure for a random Cantorval concentrated only on its intervals as for the
case X?

• Is it possible for the set TC to be a superfractal set (dimH TC = 1) or anomalyfractal
set (dimH TC = 0)?

• Can we construct a general technique for calculation of the Hausdorff dimension
for Cantor-type part of an arbitrary Cantorval?

1. Bielas W., Plewik S., Walczyńska M. On the center of distances // European
Journal of Mathematics. – 2018. – Vol. 4. – P. 687-698.

2. Guthrie J. A., Nymann J. E. The topological structure of the set of subsums of
an infinite series // Colloq. Math. – 1988. – Vol. 55, № 2. – P. 323-327.

3. Mendes P., Oliveira F. On the topological structure of the arithmetic sum of
two cantor sets // Nonlinearity. – 1994. – Vol. 7, № 2. – P. 329-343.
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Existence and stability of cycles in parabolic systems with small
diffusion
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The existence of countably many cycles in hyperbolic systems of differential
equations with transformed argument were considered in [6]. The existence and
stability of an arbitrarily large finite number of cycles for the equation of spin
combustion with delay were considered in [7]. We study the existence and stability
of an arbitrarily large finite number of cycles for a parabolic system with delay and
weak diffusion. Similar problems for partial differential equations were studied in
numerous works (see, e.g., [1 – 8]).

1. Traveling waves for parabolic equations with weak diffusion. Consider
a system

∂u1

∂t
= εγ

∂2u1

∂x2
− εδ ∂

2u2

∂x2
− ω0u2 + ε(αu1 − βu2) + (d0u1 − c0u2)(u2

1 + u2
2),

∂u2

∂t
= εγ

∂2u2

∂x2
+ εδ

∂2u1

∂x2
+ ω0u1 + ε(αu2 + βu1) + (d0u2 + c0u1)(u2

1 + u2
2) (1)

with periodic condition

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x), (2)

where ε is a small positive parameter, ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0.
Passing to the complex variables u = u1 + iu2 and ū = u1 − iu2, we arrive at

the equation

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u2u. (3)

We investigate the existence and stability of the wave solutions of problem (1),
(2). The solution of equation (3) is sought in the form of traveling wave u = θ(y),
y = σt + x, where the function θ(y) is periodic with period 2π. We arrive at the
equation

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ (α+ iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ2θ.

By the change of variables
dθ

dy
= θ1, this equation is reduced to the following system:

dθ

dy
= θ1, σθ1 = iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

dθ1

dy
+ (α+ iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ2θ.

The periodic solution of problem (1), (2) takes the form

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx), u2 =

√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z, (4)

where rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

The following statement is true:
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Theorem. Let ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 and let the inequality α > γn2 be true
for some integer n. Then there exists ε0 > 0 such that, for 0 < ε < ε0, problem (1),
(2) has solutions (4) periodic in t.

The problems of existence and stability of traveling waves in the parabolic system
with retarded argument and weak diffusion are investigated.

1. Fodchuk V.I., Klevchuk I.I. Integral sets and the reduction principle for
differential-functional equations // Ukrainian Math. J. – 1982. – 34, № 3. –
P. 272–277.

2. Klevchuk I.I., Fodchuk V.I. Bifurcation of singular points of differential-
functional equations // Ukrainian Math. J. – 1986. – 38, № 3. – P. 281–286.

3. Klevchuk I.I. On the reduction principle for functional-differential equations of
the neutral type // Differ. Equ. – 1999. – 35, № 4. – P. 464–473.

4. Klevchuk I.I. Bifurcation of the state of equilibrium in the system of nonlinear
parabolic equations with transformed argument // Ukrainian Math. J. – 1999.
– 51, № 10. – P. 1512–1524.

5. Klevchuk I.I. Homoclinic points for a singularly perturbed system of differential
equations with delay // Ukrainian Math. J. – 2002. – 54, № 4. – P. 693–699.

6. Klevchuk I.I. Existence of countably many cycles in hyperbolic systems of di-
fferential equations with transformed argument // J. Math. Sci. – 2016. – 215,
№ 3. – P. 341–349.

7. Klevchuk I.I. Bifurcation of self-excited vibrations for parabolic systems with
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P. 285–295.

8. Klevchuk I.I. Existence and stability of traveling waves in parabolic systems of
differential equations with weak diffusion // Carpathian Mathematical Publi-
cations. – 2022. – 14, № 2. – P. 493-503.
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A linear Noetherian boundary value problem for a system of
dynamic equations on a time scale
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For a system of dynamic equations of the second order on the time scale, a
linear Noetherian boundary value problem is considered, in which the number of its
boundary conditions is not equal to the order of its corresponding operator system.
For are considering the boundary value problem, its solvability condition is found.

The study of Noetherian boundary value problems on the time scale is interesti-
ng. This issue was addressed in [1]. The conditions for the existence of solutions
to such problems are studied using the theory of generalized inverse operators
developed in [2] and the theory of dynamic equations on time scales [3].

The linear inhomogeneous Noetherian boundary value problem for the system
of dynamic equations of the second order

(P (t)x∆(t))∆ −Q(t)x(t) = f(t), t ∈ [a, b]T , (1)

lx(·) = α, α ∈ Rm, (2)

is considered on the time scale T .
The time scale T is a nonempty closed subset of real numbers [3]:

[a, b]T := [a, b]
⋂
T,

x(t) is a n−dimensional vector function, f(t) = col(f1(t), f2(t), ..., fn(t)) is n−dimensional
vector function, which is rd-continuous on the time scale T : f(t) ∈ Crd([a, b]T , Rn);

P (t), P∆(t) and Q(t) is (n× n) - dimensional matrix-functions, the elements of
which are rd− continuous functions on [a, b]T [3]:

P (t), P∆(t), Q(t) ∈ <([a, b]T ;Rn×n);

the matrix -function P (t) is non-degenerate, detP (t) 6= 0; l—m-dimensional
linear vector functional defined on the space of n–dimensional continuous vector
functions: l = col(l1, l2, ..., lm); l : C[a, b]T → Rm,

li : C[a, b]T → R, i = 1, 2, ...,m, b < +∞,

α is a m-dimensional vector-column of constants, α ∈ Rm.

Theorem 1. [3]. We assume that the functions f, g : T → R are differentiable at
the point t ∈ T k. Then the product fg : T → R is differentiable at the point t ∈ T k
and

(fg)4(t) = (f)4(t)g(t) + f(σ(t))g4(t) = (f)(t)g4(t) + f4(t)g(σ(t)).
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For a differentiable function f : T → R, if its derivative f4 is differentiable on

the set T k
2

= (T k)k, then its second derivative f44, f44 : T k
2

→ R is defined as
follows [3]:

f44 = (f4)4. (3)

If we apply the theorem 1 twice in a row to the quantity (P (t)x∆)∆, and then
condition (3), we obtain:

(P (t)x4(t))4 = (P (t))4x4(t)+

+P (σ(t))(x4(t))4 = P4(t)x4(t) + P (σ(t))x44(t).

As a result of performing some transformations, the system (1) reduces to the system

x∆∆(t) +A(t)v(x(t)) = P−1(σ(t))f(t), t ∈ [a, b]T ,

here A(t) is (n× 2n)-dimensional matrix:

A(t) = [−P (t)Q(t), P−1(σ(t))f(t)P∆(t)],

v(x(t)) is 2n-dimensional vector: v(x(t)) = (xT (t), (x4(t))T ).

x∆∆(t) +A(t)v(x(t)) = P−1(σ(t))f(t), t ∈ [a, b]T . (4)

Equivalence of systems (1) and (2) is obtained as a result of performing certain
transformations, which are based on previous explanations and previously given
conditions on the coefficients of system (1), as well as theorem 1. Since systems (1)
and (3) are equivalent, the considerations that apply to system (3) also hold for
system (1). The dynamic system (3) has a 2n-parametric set of solutions:

x(t) = X(t)c+ x(t), c ∈ R2n,

where

x(t) :=

t∫
t0

eA(t, σ(s))ϕ(s)∆s, t ∈ [a, b]T ,

X(t)—(n×2n)- dimensional matrix function, X(t) is the fundamental matrix of the
corresponding homogeneous (P−1(t)f(t) = 0) of the dynamic system (3). eA(t, s)—
(n×2n)-dimensional matrix exponential function [3]. The matrix X(t) is normalized
at the point t0 ∈ [a, b]T : X(t) = eA(t, t0). D — (m × 2n) - dimensional matrix
obtained as a result of the action of the m-dimensional linear vector-functional l on
the vector-columns of the matrix-function eA(t, t0): D := leA(·, t0), rankD = n1,
n1 ≤ min(2n;m). σ(t) is a function that is a direct jump operator for an arbitrary
t ∈ T , σ : T → T and is defined as follows: σ(t) := inf{s ∈ T : s < t} [3]. ϕ(t) is a
2n dimensional vector.

PD — (2n×2n)- dimensional matrix – orthoprojector, PD : R2n → N(D), where
N(D) is null space of matrix D, N(D) = PDR

2n,
PDr is a (2n × r)-dimensional matrix obtained from a (2n × 2n)-dimensional

matrix-orthoprojector PD.
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PD∗ is a (m×m)-dimensional matrix-orthoprojector, PD∗ : Rm → N(D∗), where
N(D∗) is null space of matrix D∗, N(D∗) = PD∗R

m; PD∗
d
is a (d×m)-dimensional

matrix obtained from a (m×m)-dimensional matrix - orthoprojector PD∗ .
The next theorem holds for the linear inhomogeneous Noetherian boundary value

problem for the system of dynamic equations of the second order (1), (2).

Theorem 2. If rankD = n1 < min{2n,m}, then the homogeneous (α = 0,
f = 0) boundary value problem (1), (2) has r and only r (r = 2n − n1) linearly
independent solutions

x(t, cr) = eA(t, t0)PDrcr,∀cr ∈ R
r.

The inhomogeneous boundary value problem (1), (2) is solvable then and only
then if f(t) ∈ Crd([a, b]T ;Rn) and α ∈ Rm satisfies the solvability condition

PD∗
d
[α− lx(·)] = θd, d = m− n1,

and at the same time has an r-parametric set of solutions

x(t, cr) = eA(t, t0)PDrcr +X(t)D+α−X(t)D+lx(·) + x(t),∀cr ∈ Rr.

1. Agarwal, R., Bohner, M., Boichuk, A., Strakh, O. (2014). Fredholm boundary
value problems for perturbed systems of dynamic equations on time scales
Mathematical Methods in the Applied Sciences. – DOI: 10.1002/ mma.3356

2. Boichuk, A. A., Samoilenko A. M. (2004). Generalized inverse operators and
Fredholm boundary-value problems Utrecht, Boston: VPS. 317 p.

3. Bohner, M., Peterson, A. (2003). Advances in dynamic equations ontime scales
Birkhauser Inc., Boston: MA. 361 p.
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In this talk, we will propose new limiting dynamics for stochastic gradient descent
in the small learning rate regime called stochastic modified flows. These SDEs are
driven by a cylindrical Brownian motion and improve the so-called stochastic modifi-
ed equations by having regular diffusion coefficients and by matching the multi-point
statistics. As a second contribution, we introduce distribution dependent stochastic
modified flows which we prove to describe the fluctuating limiting dynamics of
stochastic gradient descent in the small learning rate - infinite width scaling regime.

More precisely, we will focus on the principle setup of SGD in supervised learning.
For a given training data set Θ ⊆ Rn0 sampled from a probability distribution ϑ,
one aims to minimize the empirical risk

R(z) := EϑR̃(z, θ), z ∈ Rd,

where R̃ : Rd × Θ → R is a loss function. Let θn, n ∈ N0(:= N ∪ {0}), be i.i.d.
samples of training data drawn from ϑ. Then, the SGD dynamics is given by

Zηn+1(x) = Zηn(x)− η∇R̃(Zηn(x), θn), n ∈ N0, (1)

where Z0(x) = x, x ∈ Rd and η > 0. In particular, Zηn, n ∈ N0, allows to analyze the
training dynamics of different initializations x subject to the same choice of training
data.

We introduce the flow defined by the following SDE, which we name stochastic
modified flow (SMF),

dXη
t (x) = −∇

(
R(Xη

t (x)) +
η

4
|∇R(Xη

t (x))|2
)
dt

+
√
η

∫
Θ

G(Xη
t (x), θ)W (dθ, dt),

Xη
0 (x) = x, x ∈ Rd,

(2)

where G(x, θ) = ∇R̃(x, θ) − ∇R(x) and W is a cylindrical Wiener process on the
space L2((Θ, ϑ);R).

Let P2(Rd) denote the space of probability measures on Rd with finite moments
equipped with 2-Wasserstein distance. The main result reads as follows.

Theorem 1 (see Theorem 3.3 and Corollary 3.6 in [2]). Let R̃(·, θ) be regular enough
for ϑ-a.e. θ ∈ Θ and let T > 0. Then for every Φ ∈ C4

b(P2(Rd)) one has

sup
µ∈P2(Rd)

sup
n:nη≤T

∣∣EΦ
(
µ ◦ (Xη

nη)−1)− EΦ
(
µ ◦ (Zηn)−1)∣∣ . η2,

71



where µ◦f−1 denotes the push forward of the measure µ under a map f . Furthermore,
for every m ∈ N and f ∈ C4

b(Rdm),

sup
x1,...,xm∈Rd

sup
n:nη≤T

∣∣Ef(Xη
nη(x1), . . . , Xη

nη(xm))− Ef(Zηn(x1), . . . , Zηn(xm))
∣∣ . η2.

It is the joint work with Benjamin Gess and Sebastian Kassing from Bielefeld
University.

1. Benjamin Gess, Rishabh S. Gvalani, Vitalii Konarovskyi, Conservative
SPDEs as fluctuating mean field limits of stochastic gradient descent //
arXiv:2207.05705. – 2022. – 65 p.

2. Benjamin Gess, Sebastian Kassing, Vitalii Konarovskyi, Stochastic modifi-
ed flows, mean-field limits and dynamics of stochastic gradient descent //
arXiv:2302.07125. – 2023. – 24 p.
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About compromise states in the battle of opponents with various
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We study the models of dynamical systems of conflict which describe the struggle
of alternative opponents for a presence in different regions Ωi of a living or resource
space Ω =

⋃m
i=1 Ωi, 2 ≤ m <∞.We establish the existence of equilibria (compromi-

se states) under different external supports for both opponents.
Дослiджуються моделi динамiчних систем конфлiкту, якi описують бороть-

бу альтернативних опонентiв за присутнiсть у рiзних регiонах Ωi життєвого або
ресурсного простору Ω =

⋃m
i=1 Ωi, 2 ≤ m <∞. Встановлюємо iснування рiвно-

ваги (компромiсних станiв) при рiзних зовнiшнiх допомогах обом суперникам.
Альтернативнiсть опонентiв, позначимо їх А та В, означає, що їх конфлi-

ктна боротьба вiдбувається по закону вiдштовхування – взаємного витiснення
у кожному з регiонiв у ймовiрнiсному сенсi. Такi моделi описуються поведiнкою
в дискретному часi стохастичних векторiв

{p0, r0} → {pt, rt}, t = 1, 2, ...

i генеруються системою рiзницевих рiвнянь виду

pt+1
i = λpti(1− rti), rt+1

i = λrti(1− pti), t = 0, 1, ..., (1)

λ = 1/zt, zt = 1− θt, θt := (pt, rt) =
∑
i

ptir
t
i ,

де pti := PA(Ωi, t), r
t
i = PB(Ωi, t), PA(Ωi, t), P

B(Ωi, t) - незалежнi ймовiрностi
захоплення опонентами А, В регiонiв Ωi в момент часу t. Стохастичнiсть озна-
чає, що вектори pt = (pt1, ..., p

t
m), rt = (rt1, ..., r

t
m) при кожному t задовольняють

умови:
m∑
i=1

pti = 1 =

m∑
i=1

rti , pt, rt ∈ Rm+,1.

Такi моделi вже дослiджувались в рядi публiкацiй (див. [1] - [1] та наведеннi
там посилання). Один з основних результатiв стверджує збiжнiсть траєкторiй
таких систем до рiвноважних станiв. Цей результат, вiдомий як Теорема про
конфлiкт, коротко можна сформулювати таким чином.

Кожна траєкторiя {pt, rt} динамiчної системи породженої системою рiвнянь
(1), що стартує з довiльної точки {p0, r0} заданої парою стохастичних векторiв
p0, r0 ∈ Rm+,1 з умовою, (p0, r0) 6= 1, збiгається до граничного стану (fixed point),

{pt, rt} −→ {p∞, r∞}, t −→∞,

який складається з ортогональних векторiв, p∞ ⊥ r∞. При цьому, якщо в по-
чатковий момент часу для якихось координат виконувалась нерiвнiсть p0

i > r0
i ,

то p∞i > 0, r∞i = 0, якщо p0
k < r0

k, то p∞k = 0, r∞k > 0, а якщо p0
j = r0

j , то
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p∞j = r∞j = 0. Значення не нульових граничних координат p∞i > 0, r∞k > 0 є
пропорцiйними початковим рiзницям di = p0

i−r0
i , dk = r0

k−p0
k, тобто p

∞
i = di/D,

r∞k = dk/D, де коефiцiєнт пропорцiї D є незалежним вiд iндексiв ненульових
координат.

Тут ми дослiджуємо питання про iснування рiвноважних компромiсних ста-
нiв, коли боротьба у фiксованому регiонi завершується не перемогою чи пораз-
кою, а постiйною присутнiстю взагалi з рiзною ймовiрнiстю обох опонентiв хоча
б в одному спiрному регiонi. Виявляється, що явище своєрiдної компромiсної
рiвноваги у боротьбi альтернативних опонентiв стає можливим, якщо опонен-
ти одержують (зовнiшню) допомогу (пiдсилення). Математично це записується
введенням зсувiв координат у векторах ймовiрнiсної присутностi опонентiв в рi-
зних регiонах. В загальному випадку динамiчна картина таких моделей досить
складна i нетривiальна. Ми наводимо найпростiшi спостереження i умови, при
яких альтернативнi опоненти здатнi одночасно спiвiснувати в одному чи декiль-
кох регiонах iз строго додатними ймовiрностями. Новий результат встановлює
iснування компромiсних станiв (одночасну присутнiсть обох опоненти у фiксо-
ваному регiонi) при наявностi, як несиметричної, так i симетричної стратегiї
отримання зовнiшньої допомоги.

У несиметричному випадку один з опонентiв отримує пiдсилення, яке про-
порцiйне силi iншого опонента (залежне вiд часу), а другий не залежну вiд часу
постiйну пiдтримку. Не втрачаючи загальностi ми покладемо, що кiлькiсть ре-
гiонiв конфлiкту дорiвнює чотирьом, m = 4, а зовнiшнiй вплив, як адитивне
пiдсилення, опоненти одержують лише в одному третьому регiонi. Тодi рiвнян-
ня динамiки мають вигляд

pt+1
i =

pti(1− rti)
ztp

, rt+1
i =

rti(1− pti)
ztr

, ∀i 6= 3, (2)

pt+1
3 =

(pt3 + hp3r
t
3)(1− rt3)

ztp
, rt+1

3 =
(rt3 + hr3)(1− pt3)

ztr
, (3)

де 0 < hp3, hr3 позначають параметри пiдсилення в регiонi Ω3 для опонентiв
А та В, вiдповiдно. Зараз нормувальнi знаменники ztp, z

t
r мають складнiший

вигляд, а саме легко переконатися, що

ztp = 1− θt + hp3r
t
3(1− rt3), ztr = 1− θt + hr3(1− pt3),

де θt =
∑
i p
t
ir
t
i . В цьому випадку ми доводимо, що система задана рiвняннями

(2)- (3) при умовi

hu ≥
4hv

(1 + hv)2
.

має принаймнi пару компромiсних станiв.
При симетричних стратегiях обидва опоненти отримують пiдсилення про-

порцiйне силi iншого. Рiвняння динамiки мають вигляд

pt+1
i =

(pti + hpir
t
i)(1− rti)
ztp

, rt+1
i =

(rti + hrip
t
i)(1− pti)
ztr

, i ∈ 1,m, (4)
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де параметри hpi, hri ≥ 0 мають iнтерпретацiю зовнiшнього впливу (допомоги
чи пiдсилення) опонентам А, В, вiдповiдно, у регiонi Ωi, а нормувальнi знамен-
ники явно визначаються за формулами:

ztp = 1− θt +

m∑
i=1

hpir
t
i(1− rti), ztr = 1− θt +

m∑
i=1

hrip
t
i(1− pti).

Рис. 1:При фiксованих параметрах допомоги hp,k = H, hr,k = h траєкто-
рiї координат ptk, r

t
k збiгаються до тих самих граничних (компромiсних)

значень незалежних вiд початкових розподiлiв.

Для динамiчних систем конфлiкту заданих рiвняннями (4) при необтяжли-
вих умовах на параметри пiдсилення також iснують компромiснi стани. При
цьому, компромiснi значення координат у регiонах Ωi визначаються тiльки ве-
личинами параметрiв зовнiшньої допомоги i повнiстю втрачають залежнiсть вiд
координат у початкових векторах. Цей факт ми iлюструємо на Рис. 1.

Вiдзначимо, що одержанi результати придатнi до застосування в теорiї фор-
мування та поширення переконань та для знаходження умов встановлення кон-
сенсусу мiж рiзними поглядами у сенсi робiт [9] - [10].
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Separately continuous functions for the space with the regular
subset

Kozlovskyi Mykola

kozlovskyi.mykola@chnu.edu.ua
Yurii Fedkovych Chernivtsi National University

The inverse problem is a finding necessary and sufficient conditions on the di-
scontinuity points set of separately continuous functions and it is important to
study a special inverse problem on construction of a separately continuous function
f : X × Y → R with a given discontinuity points set of special rectangular type
A×B, where A ⊆ X and B ⊆ Y . This problem was investigated in [1] and [2] where
the following results were obtained.

The subset A in a topological spaceX is called regular, if there exists a continuous
function ϕ : X → [0, 1] such that
1. A = ϕ−1(0);

2. for every point a ∈ A and a neighborhood U of a there exists an integer n ∈ N
such that

ϕ(U) ∩
[

1

2k
,

1

2k−1

]
6= ∅

for every k ≥ n.
The subset A in a topological space X is bilaterally separable if there exist a

sequence (an)∞n=1 of points an ∈ A and family (xnk : n ∈ N, k ∈ N) of points
xnk ∈ X \A such that
1. A ⊆ {an : n ∈ N};
2. lim

k→∞
xnk = an for every k ∈ N.

Lemma 1. Any nowhere dense functionally closed set A in a locally connected space
X is a regular set in X.

Lemma 2. Every closed nowhere dense set A in a metrizable space X is regular.

Lemma 3. Let X be a topological space and A ⊆ X be a functionally closed bi-
laterally separable set. Then A is regular.

Theorem. Let X,Y be topological spaces, A ⊆ X be a regular set in X and B ⊆ Y
be a nowhere dense functionally closed set in Y . Then there exists a lower semi-
continuous separately continuous function f : X×Y → [0, 1] such that D(f) = A×B.

Theorem. Let X,Y be topological spaces, A ⊆ X,B ⊆ Y be nowhere dense functi-
onally closed sets and one of the following conditions holds:
(i) X is locally connected;
(ii) X is metrizable;
(iii) A is bilaterally separable in X;
(iv) X is a first countable space and A is separable.
Then there exists a lower semi-continuous separately continuous function f : X × Y → [0, 1]
with D(f) = A×B.
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Block-supersymmetric polynomials
Kravtsiv Viktoriia

viktoriia.kravtsiv@pnu.edu.ua
Vasyl Stefanyk Precarpathian Nathional University

Let us denote by `p(Cs), 1 ≤ p <∞ the vector space of all sequences

x = (x1, x2, . . . , xj , . . .), (1)

where xj = (x
(1)
j , . . . , x

(s)
j ) ∈ Cs for j ∈ N, such that the series

∞∑
j=1

s∑
r=1

∣∣∣x(r)
j

∣∣∣p is

convergent. We say that elements xj in () are vector coordinates of x. The space
`p(Cs) endowed with norm

‖x‖ =

(
∞∑
j=1

s∑
r=1

∣∣∣x(r)
j

∣∣∣p)1/p

is a Banach space. A polynomial P on the space `p(Cs) is called block-symmetric
(or vector-symmetric) if:

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m), . . .)

for every permutation σ ∈ SN, where xj ∈ Cs for all j ∈ N. Let us denote by
Pvs(`p(Cs)) the algebra of all block-symmetric polynomials on `p(Cs).

For a multi-index k = (k1, k2, . . . , ks) ∈ Zs+ let |k| = k1 + k2 + . . . + ks and
k! = k1!k2! . . . ks!.

Polynomials

Hk(x) = Hk1,k2,...,ks(x) =
∞∑
j=1

s∏
r=1
|k|≥dpe

(x
(r)
j )kr

form an algebraic basis in Pvs(`p(Cs)), 1 ≤ p < ∞, where x = (x1, . . . , xm, . . .) ∈
`p(Cs), xj = (x

(1)
j , . . . , x

(s)
j ) ∈ Cs.

In the case of the space `1(Cs) there are important algebraic bases:

Rk(x) = Rk1,k2,...,ks(x) =
∞∑

i
j
1<...<i

j
k1

1≤j≤s

s∏
j=1

x
(j)

i
j
1

. . . x
(j)

i
j
k1

,

and
Ek(x) = Ek1,k2,...,ks(x) =

∞∑
i
j
1≤...≤i

j
k1

1≤j≤s

s∏
j=1

x
(j)

i
j
1

. . . x
(j)

i
j
k1

.

Let us denote by `1(CsZ0
)) the Banach space of all sequences

z = (. . . , z−n, . . . , z−1, z1, . . . , zn, . . .) =
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= (y|x) = (. . . , yn, . . . , y1|x1, . . . , xn, . . .)

with

||z|| =
∞∑

i=−∞

||zi|| =
∞∑

i=−∞

s∑
j=1

|z(j)
i |,

where x = (x1, . . . , xn, . . .) and y = (y1, . . . , yn, . . .) are in `1(Cs), xi = (x
(1)
i , . . . , x

(s)
i )

and yi = (y
(1)
i , . . . , y

(s)
i ) are in Cs, zn = xn, z−n = yn for n ∈ N and

x 7→ (0|x1, . . . , xn, . . .)andy 7→ (. . . , y−n, . . . , y−1|0)

are naturale isometric embeddings of the copies of `1(Cs) into `1(CsZ0
)).

Let us define the following polynomials on `1(CsZ0
)) :

Tk(z) = Hk(x)−Hk(y) =

∞∑
j=1

s∏
r=1
|k|≥1

(x
(r)
j )kr −

∞∑
j=1

s∏
r=1
|k|≥1

(y
(r)
j )kr ,k = (k1, . . . , ks).

A polynomial P on `1(CsZ0
)) is said to be block-supersymmetric if it can be

represented as an algebraic combination of polynomials
{
Tk
}∞
|k|=1

. In other words,

P is a finite sum of finite products of polynomials in
{
Tk
}∞
|k|=1

and constants. We
denote by Pvsup the algebra of all block-supersymmetric polynomials on `1(CsZ0

)).
Note first that polynomials Tk are algebraically independent because Hk are so.

Hence
{
Tk
}∞
|k|=1

forms an algebraic basis in Pvsup.
In this talk we will introduce basic definitions and consider general results about

block-supersymmetric polynomials on the space of absolutely convergent series.
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Problem with integral conditions for nonhomogeneous system of
partial differential equations third order

Kuduk Grzegorz

gkuduk@onet.eu
Faculty of Mathematics and Natural Sciences University of Rzeszow, Graduate of

University

Let H(R+ × Rn) be a class of certain function, KL,M be a class of quasi-
polynomials of the form

f(t, x) =

n∑
i=1

Qi(t, x)eαix+βjt, (1)

where Qij(t, x) are given polynomials, M ⊆ C, αi ∈ M , αk 6= αl, for k 6= l,
βj ∈M , βk 6= βl, for k 6= l. Each quasi-polynomial (1) defines a differential operator
f
(
∂
∂ν
, ∂
∂λ

)
of finite order on the class of certain function, in the form

n∑
i=1

Qij

(
∂

∂ν
,
∂

∂λ

)
exp

[
αi

∂

∂λ
+ βj

∂

∂ν

]
λ=ν=0

.

Let be Tkjp(t, λ) = l̃
(
d
dt
, λ
)
W (t, λ), j = 1, ..., n, p = 1, ..., n, k = 1, 2, satisfies of

system of equations
n∑
j=1

lij

(
d

dt
, λ

)
Tj(t, λ) = 0, i = 1, ..., n,

where
(
d
dt
, λ
)

= δij
d3

dt3
−aij d

2

dt2
− bij ddt , δij− ci,j - symbol Kroneckera. Let L(λ, ν) =

‖L(ν, λ)‖ij=1,...,n, ψ(ν, λ) = detL(ν, λ), l̃
(
d
dt
, λ
)
- algebraic component element(

d
dt
, λ
)
is matrix L(λ, ν). W (t, λ) is a solution of the problem

ψ

(
d

dt
, λ

)
W (t, λ) = 0,

satisfies conditions W j(0, λ) = δj,2n−1, j = 2n−1, let be η(λ) ba a certain function.
Denote be

P = {λ ∈ C : η(λ) = 0} (2)

In the strip Ω = {(t, x) ∈ Rn+1 : t ∈ (0, T ), x ∈ Rn} we consider problem

∂3Ui
∂t3

+

n∑
j=1

{
aij

(
∂

∂x

)
∂2Ui
∂t2

+ bij

(
∂

∂x

)
∂

∂t
+ cij

(
∂

∂x

)}
Uj(t, x) = fi(t, x), (3)

T∫
0

tkUi(t, x)dt = 0, k = 0, 1, 2, i = 1, ..., n, (4)

where aij
(
∂
∂x

)
, bij

(
∂
∂x

)
, are differential expressions with entirel functions aij(λ) 6=

0, bij(λ) 6= 0
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Theorem. Let fi(t, x) ∈ KL,M , i = 1, ..., n, k = 1, 2, then the class KM\P exist and
unique solution of the problem (3), (4), where P is set (2). Solution of the problem
(3), (4) can be represented in the form

Uj(t, x) =
1∑
k=0

n∑
p=1

fkp

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
1

η(λ)
Tkjp(t, λ) exp[λx]

}
λ=ν=0

.

Solution of the problem (3), (4) according to the differential-symbol [1, 2] method
exists and uniquess in the class of quasi-polynomials.

1. Kalenyuk P. I. Nytrebych Z. M. Kuduk G. Symotyuk M. M. Integral problem
for partial differential equation of second order in unboudud layer , Bukovinian
Mathematical Journal., - Vol. 4, No 3-4. (2016) - Chernivtsi: Chernivtsi Nat.
Univ., - P. 69 - 74.

2. Kalenyuk P. I. Nytrebych Z. M. Kuduk G. Symotyuk M. M. Integral problem
for partial differential equation of higher order in unboudud layer. Methods and
Phys.- Mech. Polia, 59 (4), (2016 ) - P. 19 - 28.
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On Banach spaces of Laplace-Stieltjes integrals
Kuryliak A., Sheremeta M.

andriykuryliak@gmail.com, sheremeta.m.m@gmail.com
Ivan Franko National University of Lviv

Let V be a class of nonnegative nondecreasing unbounded continuous on the right
functions F on [0,+∞). We assume that a real-valued function f on [0,+∞) is such
that the Lebesque-Stieltjes integral

∫ A
0
f(x)exσdF (x) exists for every A ∈ [0, +∞)

and σ ∈ R. Consider the integral

I(σ) =

∞∫
0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R. (1)

Suppose that h is a positive continuous function on [0,+∞) increasing to +∞.
We study the properties of the integrals (1) for which

|f(x)| exp{xh(x)} → 0, x→ +∞. (2)

By LSh we denote a class of integrals (1) with real-valued functions f such that
(2) holds. On LSh we define operations (I1 + I2)(x) =

∫∞
0

(f1(x) + f2(x))exσdF (x),
(λI)(σ) =

∫∞
0
λf(x)exσdF (x), where Ij(σ) =

∫∞
0
fj(x)exσdF (x) for j ∈ {1, 2}, and

let
‖I‖h = sup {|f(x)| exp{xh(x)} : x ≥ 0} .

Theorem. If F ∈ V and ln F (x) = o(x) as x → +∞ then (LSh, ‖ · ‖h) is non-
uniformly convex Banach space.

1. Kuryliak A.O., Sheremeta M. M. On Banach spaces and Frechet spaces of
Laplace–Stieltjes integrals // Journal of Mathematical Sciences. – 2023. –
V.270, №2. – P. 280–293.
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Entire Gaussian functions: probability of zeros absence
Kuryliak A., Skaskiv O.
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Let us consider the class E of random entire functions of the form

f(z, ω) =

+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n. (1)

Here a0 6= 0, lim
n→+∞

n
√
|an| = 0, εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn) is a sequence of independent

random variables uniformly distributed on [−π, π),
(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0, 1), i.e. independent

random complex values with a standard Gaussian distribution with density pξn(z) =
1
π
e−|z|

2

, z ∈ C, n ∈ Z+.
For r > 0 and δ ∈ R we denote

N (r) = {n : ln(|an|rn) > 0}, N(r) = #N (r),

s(r) = 2

+∞∑
n=0

ln+(|an|rn) = 2
∑

n∈N (r)

ln(|an|rn), ln+ x := max{lnx; 0},

P0(r) = P{ω : f(z, ω) 6= 0 in rD}, p0(r) = ln− P0(r), ln− x := max{− lnx; 0},

where rD = {z ∈ C : |z| < r}.
Theorem 1. Let ε > 0 and f ∈ E . Then there exist a nonrandom set E ⊂
(1; +∞) : (

∫
E
dr
r
< +∞) and almost surely r0(ω) > 0 such that for all r ∈ (r0(ω),+∞)\

E we have

0 ≤ lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

, lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

≤ 1

2
, (2)

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
lnN(r)

= 1.

Sharpness of inequalities (2) follows from such a statement.

Theorem 2. There exist f1 ∈ E , a nonrandom set E ⊂ (1; +∞) : (
∫
E
dr
r
< +∞)

and almost surely r0(ω) > 0 such that for all r ≥ r0(ω) we obtain

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

=
1

2
.

There exist f2 ∈ E , a nonrandom set E ⊂ (1; +∞) : (
∫
E
dr
r
< +∞) and almost

surely r0(ω) > 0 such that for all r ≥ r0(ω) we get

lim
r→+∞
r/∈E

ln(p0(r)− s(r))
ln s(r)

= 0.

1. Kuryliak A.O., Skaskiv O.B. Entire Gaussian functions: probability of zeros
absence // Axioms. – 2023. – V.12(3). – 255.
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The domain of existence of the maximum term of Dirichlet series
with complex exponents

Kuryliak M., Skaskiv O.
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Let us denote by D(Λ) the class of Dirichlet series of the form

F (z) =
∑+∞

n=0
ane

zλn (1)

such that an → 0 (n → +∞), where a sequence of the exponents Λ = (λn) form a
sequence of pairwise distinct complex numbers λn ∈ C. For a formal Dirichlet series
F ∈ D(Λ) we denote

Dµ := {z ∈ C : ane
zλn → 0 (n→ +∞)}

the set of the existence of maximal term µ(z, F ) = max{|an|e<(zλn) : n ≥ 0}; Gµ =
Dµ \ ∂Dµ is the domain of the existence of maximal term.

It is obvious that Gµ is a convex domain or Gµ = ∅, and as simple examples
show, it can be both unbounded and bounded in the general case.

Let us denote N1(z) := {n : <(zλn) > 1}, N2(z) := {n : <(zλn) < −1}.

Proposition 1. Let F ∈ D(Λ) be of form (1). In order that Gµ = C, it is necessary
and sufficient that

∀z ∈ C : lim
n→+∞
n∈N1(z)

− ln |an|
<(zλn)

= +∞, lim
n→+∞
n∈N2(z)

− ln |an|
−<(zλn)

= +∞.

Let us denote
α(1) := lim

n→+∞

− ln |an|
λn

, α(2) := lim
n→+∞

− ln |an|
λn

.

Proposition 2. Let F ∈ D(Λ) be of form (1), where Λ = (λn) such that λn ∈ R
(n ≥ 0). 1) If α(2) < α(1) then Gµ(F ) =

{
z : <z ∈ (α(2), α(1))

}
, Gµ(F ) ∩

{
z : <z ∈

(−∞, α(2)) ∪ (α(1),+∞)
}

= ∅. 2) If α(2) ≥ α(1) then Gµ(F ) = ∅.

For θ ∈ [0, π) we denote

α(1)(θ) := lim
n→+∞,
n∈N1(eiθ)

− ln |an|
<(eiθλn)

, α(2)(θ) := lim
n→+∞,
n∈N2(eiθ)

− ln |an|
<(eiθλn)

Proposition 3. Let F ∈ D(Λ) be of form (1). 1) If α(2)(θ) < α(1)(θ) for some
θ ∈ [0, π) then

{
teiθ : t ∈ (α(2)(θ), α(1)(θ))

}
⊂ Gµ(F ) and{

teiθ : t ∈ (−∞, α(2)(θ)) ∪ (α(1)(θ),+∞)
}
∩Gµ(F ) = ∅.

2) If α(2)(θ) > α(1)(θ) for some θ ∈ [0, π) then
{
teiθ : t ∈ R

}
∩Gµ(F ) = ∅.

Proposition 4. Let F ∈ D(Λ) be of form (1). Then

Gµ(F ) =
⋃

θ∈[0,π)

{z = teiθ : t ∈ (α(2)(θ), α(1)(θ))}.
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Let us formulate some simple corollaries.

Corollary 1. Let Λ = (λn), λn ≥ 0 (n ≥ 0). If F ∈ D(Λ) of form (1) then the
abscissa of existence of the maximal term σµ(F ) = α(1).

The statement of Corollary 1 was previously proved in a master’s thesis (A.Yu.
Bodnarchuk, Ivan Franko National University of L’viv, 2021).

Corollary 2. Let Λ = (λn), {λn} =
4
t
j=1
{λ(j)

n }, λ(1)
n ≥ 0, λ(2)

n < 0, iλ(3)
n < 0,

iλ
(4)
n > 0 (n ≥ 0) and F ∈ D(Λ) be of form (1).

1. If α(2)(π) < α(1)(0) and α(2)(−π/2) < α(1)(π/2) then
Gµ(F ) =

{
z = x+ iy : α(2)(π) < x < α(1)(0), α(2)(−π/2) < y < α(1)(π/2)

}
.

2. If α(2)(π) ≥ α(1)(0) or α(2)(−π/2) ≥ α(1)(π/2) then Gµ = ∅.

Remark. In particular, under the conditions of the Corollary 1, in the case α(2)(π) =
−∞, α(1)(0) < +∞ or α(2)(π) > −∞, α(1)(0) = +∞ we obtain horizontal semi-
strips

Gµ(F ) =
{
z = x+ iy : x < α(1)(0), α(2)(−π/2) < y < α(1)(π/2)

}
or Gµ(F ) =

{
z = x+ iy : x > α(2)(π), α(2)(−π/2) < y < α(1)(π/2)

}
, respectively.
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On conditions of ergodicity of the solutions to Itô’s stochastic
differential equations
Kushnirenko Svitlana
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Consider Itô’s stochastic differential equation

dξ(t) = a(ξ(t)) dt+ σ(ξ(t)) dW (t), t > 0, ξ(0) = x0, (1)

where a and σ are measurable, linearly bounded on infinity and real-valued functions,
W = {W (t), t ≥ 0} is one-dimensional Wiener process on the complete probability
space (Ω,=,P). Let for any N > 0 there exist δN > 0 such that σ(x) ≥ δN > 0 for
|x| ≤ N .

A solution ξ to equation (1) is called ergodic with a distribution function F (x)
if

lim
t→+∞

P {ξ(t) < x} = F (x)

for any x ∈ R.
Consider the function

f(x) =

x∫
0

exp

−2

u∫
0

a(v)

σ2(v)
dv

 du. (2)

Assume that f(−∞) = −∞, f(+∞) = +∞. It is known (see [1], Chapter 4, §18)
that the previous equalities are necessary conditions for ergodicity of the solution
to equation (1).

Next we will use the following notations

l(x) = 2xa(x) + σ2(x); D(x) =
x∫
−∞

dv
f ′(v)σ2(v)

,

where f ′(x) is the derivative of the function f(x), which is defined in (2).

Theorem 1. Let ξ be a solution to equation (1). Let
1) lim sup
|x|→+∞

l(x) < 0

and
2) for some δ > 0 there exist 0 < Cδ < +∞ such that∣∣∣∣∣∣∣

∫
|x|≥δ

dx

xσ2(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Cδ,
then the solution ξ is ergodic and for all x ∈ R we have

P{ξ(t) < x} → F (x), as t→ +∞, (3)

where F (x) = [D(+∞)]−1 ·D(x).
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Next let us consider the case lim
|x|→+∞

l(x) = 0.

G. L. Kulinich proved that this case is critical: for such l(x) we have equations
with ergodic solutions and equations with stochastically unstable solutions. For more
details see Chapter 3 of the book [2].

In the following theorems the equivalence "∼"of the functions means that their
fraction goes to a certain positive constant.

Theorem 2. Let ξ be a solution to equation (1) and lim
|x|→+∞

l(x) = 0.

If

σ2(x) ∼
{
xp, p > 0, x→ +∞,
|x|q , q > 0, x→ −∞,

then the solution ξ is ergodic and for all x ∈ R we have (3).

Theorem 3. Let ξ be a solution to equation (1) and lim
|x|→+∞

l(x) = 0.

If

σ2(x) ∼
{ 1

xp
, p > 0, x→ +∞,

1
|x|q , q > 0, x→ −∞,

l(x) ∼
{
−xα−p, 0 < α < p, x→ +∞,
− |x|β−q , 0 < β < q, x→ −∞,

then the solution ξ is ergodic and for all x ∈ R we have (3).

1. I. I. Gikhman, A. V. Skorokhod: Stochastic Differential Equations, Springer,
Berlin and New York (1972)

2. G. Kulinich, S. Kushnirenko and Yu. Mishura: Asymptotic Analysis of Unstable
Solutions of Stochastic Differential Equations, Vol. 9, Bocconi & Springer Series,
Mathematics, Statistics, Finance and Economics (2020)
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Perturbed motions of a dynamically symmetric rigid body with
cavity filled with a viscous fluid subject to constant body-fixed
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A satellite or a spacecraft in its motion about the center of mass is affected by
the torques of forces of various physical nature. These motions may have various
causes, for example, the presence of fluid in the cavities in the body (for example,
liquid fuel or oxidizer in the tanks of a rocket). Similar problems also arise in the
theory of aircraft and ship and in other technical questions. These problems are also
of major theoretical interest. There is a necessity to study the problems of the rigid
body dynamics with cavities containing a viscous fluid to calculate the motion of
spacecraft about its center of mass as well as their orientation and stabilization. The
problems of rigid body dynamics with cavities containing a viscous fluid are more
difficalt that in the case of ideal fluid. The study [1] showed that solving the problems
of the rigid body dynamics with viscous fluid in cavity can be separated into two
parts: the hydrodynamic and dynamic ones, which represent a simplification of the
original problem. The torques of viscous fluid in cavity forces, acting on the body,
are often relatively small and can be considered as perturbations. Slow increase of
the vector of the kinetic moment of the satellite may be explained by the effect of
perturbation torque which is constant in fixed axes. This torque may being evoked
by the represent small amount of release of gas in the gas reactive system. It is
natural to use the methods of small parameter to analyze the dynamics of rigid
body under the action of applied torques. The method applied in this paper is the
Krylov-Bogolubov asymptotic averaging method.

An asymptotic solution was obtained describing the evolution of the motion of
a body having a cavity with a fluid of high viscosity over a long-time interval.

Book [2] is devoted to analytically approximate methods in the nonlinear dynami-
cs of a rigid body with cavities partly filled by a fluid. In the work [3] analytical
solution is obtained for the problem of the motion of a rigid body influenced by a
torque which is constant in the body-fixed axes.

The motion of a close to dynamically spherical rigid body with a cavity filled
with a viscous fluid at low Reynolds number was investigated in [4]. Qualitative
and quantitative results of motion in a resistive medium of a nearly dynamically
spherical rigid body with a cavity containing fluid of high viscosity was studied in
[5].

Reference was made to the angular momentum vector of a satellite, noted during
the determination of the actual orientation of the artificial earth satellite. This
change was explained as a result of the presence of a the small perturbation torque,
which is constant in fixed axes relative to the satellite. In the case of small torques, it
is possible to use perturbation methods to obtain analytical or numerical descriptions
of motion.

We consider the motion of a rigid body with a cavity file with a viscous fluid
subjected to constant body-fixed torques. As a result of the conducted asymptotic

89



analysis, a solution is obtained which describes, in a nonlinear setting, the evolution
over a significant time interval of the motion of a body having a cavity with high-
viscosity fluid.

We obtained the system of motion equations in the standard form. The Cauchy
problem for a system determined after averaging was analyzed. The evolution of
the motion of a rigid body under the action of small internal and external torques
of forces is described by the solutions which obtained as a result of asymptotic,
analytical and numerical calculations.

Obtained results made it possible to evaluate the dynamical effects caused by
the presence of fluid in cavity and constant body-fixed torques.

Results summed here make it possible to analyze motions of artificial satellites
and celestial bodies under the influence of small internal and external torques.

1. Chernousko F.L., Akulenko L.D., Leshchenko D.D. Evolution of Motions of a
Rigid Body About its Center of Mass. – Cham: Springer International Publi-
shing, 2017. – 241 p.

2. Lukovsky I.A. Nonlinear Dynamics. Mathematical Models for Rigid Body with
a Liquid. – Walter De Gruyter GmbH, Berlin, 2015. – 410 p.

3. Ayobi M.A., Longuski J.M. Analytical solution for translational motion of
spinning-up rigid bodies subject to constant body-fixed forces and moments
// Trans. ASME. J. Appl. Mech. – 2008. – 75(1) – P. 011004/1–011004/8.

4. Akulenko L.D., Leshchenko D.D., Paly K.S. Perturbed rotational motions of a
spheroid with cavity filled with a viscous fluid// IMechE Part C: Journal of
Mechanical Engineering Science. – 2021. – 235(20) – P. 4833–4837.

5. Leshchenko D., Ershkov S., Kozachenko T. Evolution of rotational motions of
a nearly dynamically spherical rigid body with cavity containing a viscous fluid
in a resistive medium// International Journal of Non-Linear Mechanics. – 2022.
– 142(3) – 103980.
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In 1917 H. Hahn proved that for any pair of functions on a metric space such
less one is upper semicontinuous and grater one is lower semicontinuous there is
an intermediate continuous function. Later, J. Dieudonne, H. Tong and M. Katetov
generalized Hahn’s result on wider classes of spaces. V. Maslyuchenko in [1] proposed
to call such pair of functions as a pair of Hahn. More precisely, a pair (g, h) of
functions g, f : X → R is called a pair of Hahn if g ≤ h, g is an upper semicontinuous
function and h is a lower semicontinuous function. In [1] authors proved that the
minimal and the maximal sections ∧f ,∨f : X → R, ∧f (x) = inf

y∈Y
f(x, y), ∨f (x) =

sup
y∈Y

f(x, y), x ∈ X, form a pair of Hahn for any separately continuous function

f : X × Y → R and asked the following question.
Problem I. Let X and Y be topological spaces and (g, h) be a pair of Hahn

on X. Under which assumptions does it exist a separately continuous function f :
X × Y → R such that g = ∧f and h = ∨f?

In [1] this problem was solved only in the case when X and Y are segments in
R. They also obtained a partial answer on Problem I in more general situation: if
X = Y is a perfectly normal space with Gδ diagonal and normal square and (g, h) be
a pair of Hahn on X such that g is continuous, then there is a separately continuous
function f : X2 → R such that g ≤ f ≤ h and ∨f = h.

Recall that a pair (g, h) of functions on X is a countable pair of Hahn if there
exists a sequence of continuous functions un on X such that h(x)= inf

n∈N
un(x) and

g(x) = sup
n∈N

un(x) for any x ∈ X. Obviously, every countable pair of Hahn is a pair

of Hahn. Furthermore, by the Tong theorem the notion of a countable pair of Hahn
coincides with the notion of a pair of Hahn for perfectly normal spaces. In our paper
[2] (see also [3]) we deals with the following more general question.

Problem II. Let X and Y be topological spaces and (g, h) be a countable pair
of Hahn on X. When does it exist a separately continuous function f : X × Y → R
such that g = ∧f and h = ∨f?

We solved Problem II for topological spaces X and Y such that Y has a non-
scattered compactification. So, for a compact space Y we answered Problem II only
in the non-scattered case.

Now we pass to considering of the case when Y is a scattered compact. A pair
(g, h) of functions on X calls a stable pair of Hahn if there exists a sequence of
continuous functions un on X such that h(x) = min

n∈N
un(x) and g(x) = max

n∈N
un(x)

for any x ∈ X. This notion plays the central role in our investigation. Evidently,
every stable pair of Hahn is a countable pair of Hahn, and then a pair of Hahn. But
the inverse implications are false.
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We obtained the following results.

Theorem 1. Let X be a topological space, Y be a compact countable topological
space and f : X × Y → R be a separately continuous function. Then (∧f ,∨f ) is a
stable pair of Hahn.

Theorem 2. Let X be a separable topological space, Y be a scattered compact and
f : X × Y → R be a separately continuous function. Then (∧f ,∨f ) is a stable pair
of Hahn.

Theorem 3. Let X be a compact, Y be a scattered compact such that X or Y has
the countable chain condition, f : X × Y → R be a separately continuous function
and g = ∧f , h = ∨f . Then (g, h) is a stable pair of Hahn.

Theorem 4. Let X be a topological space, Y be an infinity completely regular
topological space and (g, h) be a stable pair of Hahn on X. Then there exists a
separately continuous function f : X×Y → R such that for any x ∈ X, min

y∈Y
f(x, y) =

g(x) and max
y∈Y

f(x, y) = h(x).

1. V. K. Maslyuchenko, V. S. Mel’nyk, H. A. Voloshyn. Hahn’s pairs and zero
inverse problem, Mat. Stud., 48, N1 (2017), 74-81.

2. A. S. Kushnir, O. V. Maslyuchenko, Pairs of Hahn and separately continuous
functions with the given extremal sections, Bukovinian Math. Journal. 6, N1
(2021), 210-229.

3. A. Kushnir, O. Maslyuchenko, On extremal sections of continuous and
separately continuous functions, Report of Meeting, The Twenty-first Katowi-
ceвЂ“Debrecen Winter Seminar on Functional Equations and Inequalities
Brenna (Poland), February 2вЂ“5, 2022, Annales Mathematicae Silesianae 36
(2022), N1, 98-99, DOI: 10.2478/amsil-2022-0003
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Homotopy types of diffeomorphism groups of Morse-Bott
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Let F be the Morse-Bott foliation on the solid torus T = S1 × D2 into 2-tori
parallel to the boundary and one singular circle S1×0. A diffeomorphism h : T → T
is called foliated (resp. leaf preserving) if for each leaf ω ∈ F its image h(ω) is also leaf
of F (resp. h(ω) = ω). Gluing two copies of T by some diffeomorphism between their
boundaries, one gets a lens space Lp,q with a Morse-Bott foliation Fp,q obtained from
F on each copy of T . Denote by Dfol(T, ∂T ) and Dlp(T, ∂T ) respectively the groups
of foliated and leaf preserving diffeomorphisms of T fixed on the boundary ∂T .
Similarly, let Dfol(Lp,q) and Dlp(Lp,q) be respectively the groups of foliated and leaf
preserving diffeomorphisms of Fp,q. Endow all those groups with the corresponding
C∞ Whitney topologies. The aim of the talk is give a complete description the
homotopy types of the above groups Dfol(T, ∂T ), Dlp(T, ∂T ), Dfol(Lp,q), Dlp(Lp,q)
for all p, q.

Analogous computations can be done for the non-orientable case: for a similar
foliation on the solid Klein bottle and the twisted S2-bundle over the circle.

1. O. Khokhliuk, S. Maksymenko, Homotopy types of diffeomorphism groups
of polar Morse-Bott foliations on lens spaces, 1, arXiv:2210.11043, to
appear in Journal of Homotopy and Related Structures, 2025, 44 pages, doi:
10.1007/s40062-023-00328-z

2. S. Maksymenko, Homotopy types of diffeomorphisms groups of polar Morse-Bott
foliations on lens spaces, 2, arXiv:2301.12447

3. S. Maksymenko, Diffeomorphism groups of Morse-Bott foliation on the solid
Klein bottle by Klein bottles parallel to the boundary, Transactions of Institute of
Mathematics, the NAS of Ukraine – Modern problems of mathematics and its
applications, III, 20, no. 1 (2023) 896-910, doi: 10.3842/trim.v20n1.532
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We consider the nonlinear stochastic thin-film equation with nonlinear drift
coefficients

du = (−∂x(u2uxxx) + l(u))dt+ ∂x(u ◦ dW ) + f(u)dW1(t) (1)

for (t, x) ∈ [0, T )× TL, on torus TL, where T and L are positive constants, and TL
denotes the torus on the interval [0, L] with periodic boundary conditions

∂ixu(·, 0) = ∂ixu(·, L), i = 0, 1, 2, 3

and non-negative initial condition u(0, x) = u0(x). The term ∂x(u ◦ dW ) is a
stochastic perturbation in Stratonovich form, and f(u)dW is a stochastic perturbati-
on of Ito type. Here

W (t, x) :=
∑
k∈Z

λkΨk(x)βk(t), W1(t, x) :=
∑
k∈Z

γkΨk(x)βk1 (t),

where {Ψk} is ONB in H2(T).
The processes βk and βk1 are mutually independent standard real-valued Ft-

Wiener processes on a complete filtered probability space (Ω,F , {Ft},P), t ∈ [0, T ],
with a complete and right-continuous filtration (Ft)t∈[0,T ]. The coefficients λk ≥ 0
and γk satisfy the coloring condition∑

k∈Z

(λ2
k + γ2

k) <∞. (2)

Finally, we will assume that the nonlinear drift coefficients are l(u) = −|u|r−1u
for some r ≥ 1, and f(u) is globally Lipschitz with f(0) = 0.

The deterministic equations of type (1) arise in modeling the motion of liquid
droplets of thickness u, spreading over the solid surface. This model follows from
lubrication theory under the assumption that the dimensions in the horizontal di-
rections are significantly larger than in the vertical (normal) one. In this regime the
dynamics of the droplet is governed by the surface tension and limited by viscosi-
ty. The equation (1) is parabolic in the interior of these regions, and degenerate
on their boundary. The boundary of the wetted region, in turn, has a finite speed
of propagation [1]. Thus, one may interpret (1) as a fourth-order nonlinear free
boundary problem inside a wetted region, which itself evolves in time. In broad
terms, the dynamics of the deterministic version of (1) is characterized by the
presence of the wetted regions u > 0.
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The stochastic version of thin-film equation, which takes into account the effect
of random forcing when modeling the enhanced spreading of droplets, was first
introduced in [4, 2, 3], with l = f = 0.

Our main result is the following existence theorem for a solution of equation (1).

Theorem. (Existence of martingale solution) Suppose u0 ∈ H1(T) is such that
u0 ≥ 0. Then the equation (1) with has a martingale solution u(t) , which is non-
negative a.s. for t ∈ [0, T ], and for any p ≥ 2 there is Cp > 0 such that

E sup
t∈[0,T ]

‖u(t, ·)‖p
H1(T)

≤ Cp‖u0‖pH1(T)

for any p ∈ [2,∞), where C <∞ is independent on u0.

1. Bernis F. and Friedman A. Higher order nonlinear degenerate parabolic equati-
ons // J. Differ. Eqn. – 1990. – 83, № 1. – p. 179–206.

2. Dareiotis K, Gess B, Gnann M, and Grün G. Non-negative Martingale soluti-
ons to the stochastic thin-film equation with nonlinear gradient noise// Arch.
Ration. Mech. Anal.–2021.– 242, №1–p. 179–234.

3. Fischer J. and Grün G. Existence of positive solutions to stochastic thin-film
equations// SIAM J. Math. Anal.–2018.–50, №1–p. 411–455.

4. Gess B. and Gnann M. The stochastic thin-film equation: existence of
nonnegative martingale solutions// Stochastic Process. Appl.–2020.–130, №12–
p. 7260–7302.
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Streamlining Practical Labs:
Using Decorators to Automate Code Testing in Google Colab
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The landscape of education is evolving with the integration of cutting-edge
technologies, redefining the way students learn and instructors teach. In the realm
of programming education, the utilization of innovative tools holds the promise of
enhancing practical labs and transforming the learning experience. Google Colab, a
cloud-based coding platform, emerges as a key player in this paradigm shift, offering
a dynamic environment for collaborative programming and experimentation.

Traditional barriers of local software installations and compatibility issues are di-
smantled with Google Colab’s cloud-based approach. Educators can conduct programmi-
ng practical labs effortlessly, providing students with an accessible and consistent
coding environment that negates the need for manual software setup.

However, the influx of students’ work in Colab notebooks brings forth the challenge
of manual progress assessment. Educators find themselves navigating through multi-
ple notebooks to evaluate each student’s solutions, often consuming substantial time
and effort. This manual assessment process can hinder the scalability and efficiency
of programming classes.

The concept of employing decorators to the functions and classes created by
students in Colab notebooks presents an innovative solution to the manual assessment
conundrum. Decorators, akin to wrappers, allow instructors to inject automated
tests, performance benchmarks, and logging mechanisms into the students’ code.
This method transforms the code not only into a functional solution but also a
testable and analyzable one.

To facilitate the integration of decorators, educators can curate a dedicated Gi-
tHub repository housing a collection of decorator functions. These functions are
meticulously designed to assess common coding aspects such as input validation,
output correctness, and execution efficiency. This repository serves as a centralized
resource that empowers both educators and students to access and apply decorators
effortlessly.

Leveraging the repository, instructors guide students on importing the decorator
module into their Colab files. This integration is straightforward and mirrors the
real-world practice of importing external libraries. The module acts as an extension
to the students’ code, enriching it with standardized and quality-tested functionali-
ties.

With the module imported, students can now wrap their functions and classes
with the decorators relevant to their tasks. This process imbues their code wi-
th enhanced capabilities such as comprehensive testing suites, performance
measurement, and insightful logging. As a result, students not only create functional
solutions but also engage in the art of writing robust and reliable code.

The benefits of automating code testing through decorators in Colab are multi-
faceted. Educators can conduct more comprehensive assessments efficiently, providi-
ng students with prompt feedback. Students, in turn, learn to write code that adheres
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to industry standards and best practices. This approach also lays the foundation for
continuous improvement, allowing educators to iteratively refine and expand the
repository of decorators, thereby enhancing the quality and coverage of automated
assessments.

The integration of decorator functions for code testing in Google Colab ushers
in a new stage of programming education. It improves the way assignments are
completed, and assessed. With the power of decorators, the manual assessment
bottleneck is dissolved, and students are equipped with the skills needed to thrive
in the rapidly evolving landscape of software development. By embracing these new
technologies, educators can instill in their students a passion for coding excellence
and a readiness for the challenges of the digital world.

1. Google Сolaboratory. URL: https://colab.google/ (date of access: 01.09.2023).
2. Understanding Python Decorators and How to Use Them Effectively. Soshace.

URL: https://soshace.com/understanding-python-decorators-and-how-to-use-
them-effectively/ (date of access: 01.09.2023).
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In the dynamic landscape of modern education, technology continues to play a
transformative role in enhancing learning experiences. GitHub Classroom, a powerful
tool born from the realm of software development, has emerged as a versatile
platform for educators to facilitate collaboration, code sharing, and project-based
learning. This thesis explores the benefits and innovative applications of GitHub
Classroom in student education, showcasing how it empowers educators and learners
alike.

GitHub Classroom: A Brief Overview. GitHub Classroom is an extension
of the widely used version control platform GitHub. It provides educators with a
streamlined way to distribute, collect, and review assignments in a collaborative and
organized manner. Leveraging the power of Git, GitHub Classroom offers students a
practical introduction to version control, a fundamental skill in software development
and beyond. [1]

Introducing technology such as GitHub requires that the students are comfortable
with the tools and can understand their use.

The best approach to starting the usage of GitHub classroom for university
course is to start with a creation of github organization. There you can register
classroom for every laboratory task in the course and add a roster of students assi-
gned to the course.

You can use autograding to automatically check a student’s work for an assi-
gnment on GitHub Classroom. You configure tests for an assignment, and the tests
run immediately every time a student pushes to an assignment repository on Gi-
tHub.com. The student can view the test results, make changes, and push to see
new results. Autograding tests can be added during the creation of a new assi-
gnment. You can also download a CSV of your students’ autograding scores via the
“Download” button. A pull request can be automatically created, where you can
provide feedback and answer a student’s questions about an assignment. To create
and access the feedback pull request, you must enable the feedback pull request
when you create the assignment.

GitHub Pages in connection with classroom. Github Pages can be used
to automatically deploy student works and make them available via url link. Gi-
tHub Pages is available in public repositories with GitHub Free and GitHub Free
for organizations, and in public and private repositories with GitHub Pro, GitHub
Team, GitHub Enterprise Cloud, and GitHub Enterprise Server [2].

1. Teach with GitHub Classroom - GitHub Docs. GitHub Docs. URL:
https://docs.github.com/en/education/manage-coursework-with-github-
classroom/teach-with-github-classroom (date of access: 01.09.2023).

2. Creating a GitHub Pages site - GitHub Docs. GitHub Docs.
URL: https://docs.github.com/en/pages/getting-started-with-github-
pages/creating-a-github-pages-site (date of access: 01.09.2023).
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We study the long time behavior of nonlinear stochastic functional-differential
equations in Hilbert spaces. More precise we establish the existence of invariant
measure based on Krylov-Bogoliubov theorem on the tightness of the family of
measures.

We consider the solutions of stochastic functional-differential equations. In a
bounded domain, the equation reads as

du = [Au+ f(ut)]dt+ σ(ut)dW (t) in D, t > 0; (1)
u(t, x) = φ(t, x), t ∈ [−h, 0), u(0, x) = ϕ0(x) in D;

u(t, x) = 0, x ∈ ∂D, t ≥ 0.

The corresponding problem in the entire space has the form

du = [Au+ f(ut)]dt+ σ(ut)dW (t) in Rd, t > 0; (2)

u(t, x) = φ(t, x), t ∈ [−h, 0), u(0, x) = ϕ0(x) in Rd.

Here A is an elliptic operator

A = A(x) =

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
+ c(x), (3)

the interval [−h, 0] is the interval of delay, and ut = u(t+θ) with θ ∈ [−h, 0]. Denote

ρ(x) :=
1

1 + |x|r (4)

where r > d if D = Rd and r = 0 (i.e. no weight) for bounded D. We introduce the
following spaces:

Bρ0 := L2
ρ(D); (5)

Bρ1 := L2(−h, 0;L2
ρ(D));

Bρ := Bρ0 ×B
ρ
1 ;

H := L2(D).

The coefficients aij of the operator A defined in (3) are Holder continuous with
the exponent β ∈ (0, 1), symmetric, bounded and satisfying the elipticity condition

d∑
i,j=1

ai,jηiηj ≥ C0|η|, η ∈ Rd
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for some C0 > 0. The coefficients bi and c are also bounded and Holder continuous
with some positive Holder exponent. We will use the compactness approach of Da
Parto and Zabczyk [2].

Assumptions on nonlinearities. Assume f and σ satisfy the following condi-
tions:
[i] The functionals f and σ map Bρ1 to Bρ0 ;
[ii] There exists a constant L > 0 such that

‖f(ϕ1)− f(ϕ2)‖Bρ0 + ‖σ(ϕ1)− σ(ϕ2)‖Bρ0 ≤ L‖ϕ1 − ϕ2‖Bρ1

for any ϕ1, ϕ2 ∈ Bρ1 .
Hence the phase space of the problem is the Hilbert space Bρ. In this case

y(t) ∈ Bρ if y(t) = (u(t, ·), ut) ∈ Bρ0 × B
ρ
1 , with ut = u(t + θ, ·) and θ ∈ [−h, 0].

Define ρ̄(x) = (1 + |x|r̄)−1. The main result is the following theorem:

Theorem 1. Suppose f and σ satisfy the conditions [i] and [ii] and assume the
equation (1) or (2) has a solution in Bρ̄ which is bounded in probability for t ≥ 0
with

r > d+ r̄. (6)

Then there exists an invariant measure µ on Bρ, i.e.∫
Bρ
Ptϕ(x)dµ(x) =

∫
Bρ
ϕ(x)dµ, for any t ≥ 0 and ϕ ∈ Cb(Bρ).

1. Kryloff N. and Bogoliouboff N. La théorie générale de la mesure dans son appli-
cation à l’étude des systèmes dynamiques de la mécanique non linéaire// Ann.
of Math. – 1937. – 38, № 1. – p. 65–113.

2. Da Prato G. and Zabczyk J. Stochastic equations in infinite dimensions//
Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Cambridge University Press,
Cambridge–460 p.
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Patterns in Shape Memory Alloys: Variational Perspective
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In my talk I will describe a class of minimization problems arising in modelling
shape memory alloys. I will start with a shape memory material illustration, followed
with a simple one dimensional model of this phenomenon. Its extensions in 2D
and 3D will help us understand the energetic mechanism behind the formation of
patterns in physical experiments. By means of sharp upper and lower energy bounds,
I will show that the physically observable patterns, such as branching or zigzag, are
actually energetically optimal.
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The dependence of continuous mappings on products on a certain number of
coordinates was intensively studied by many mathematicians of the middle of the
20th century. The most general results in this direction were obtained by N. Noble
and M. Ulmer in [1].

Theorem. ([1, Theorems 2.3 and 3.2]) Let ℵ be an infinite cardinal, X be the
product of family (Xs : s ∈ S) of nontrivial completely regular spaces Xs. Then the
following conditions are equivalent
(i) every continuous function f : X → R depends on ℵ coordinates;

(ii) X is pseudo-ℵ+-compact.

Analogous questions on the dependence for separately continuous mappings
remained out of the attention of researchers of the separately continuous mappings
theory. Necessary and sufficient conditions of the dependence on a certain number of
coordinates of separately continuous functions of two or more variables on products
were investigated in [2] and [3]. In particular, the following characteristic results
were obtained there.

Theorem. ([2, Theorem 6]) Let ℵ be an infinite cardinal, X and Y be the products
of families (Xs : s ∈ S) and (Yt : t ∈ T ) of nontrivial compact Hausdorff spaces Xs
and Yt with |S ∪ T | > ℵ. Then the following conditions are equivalent.
(i) every separately continuous function f : X × Y → R depends on ℵ coordinates;

(ii) p(X) ≤ ℵ or p(Y ) ≤ ℵ (where p(Z) is the pointwise cellularity of a topological
space Z).

Theorem. ([3, Theorem 3]) Let ℵ be an infinite cardinal, n ≥ 2, X1, . . . , Xn be
the products of families (X

(1)
s : s ∈ S1), . . . , (X

(n)
s : s ∈ Sn) of nontrivial metrizable

spaces X(k)
s with |S1 ∪ · · · ∪ Sn| > ℵ. Then the following conditions are equivalent.

(i) every continuous function f : X1 × · · · ×Xn → R depends on ℵ coordinates;

(ii) every separately continuous function f : X1 × · · · ×Xn → R depends on ℵ coordi-
nates;

(iii) for every k ≤ n and s ∈ Sk the density d(X
(k)
s ) of the topological space X(k)

s is
less that or equal to ℵ.

The following question naturally arises in the connection with the previous two
theorems.

Question. Let ℵ be an infinite cardinal, n ≥ 2, X1, . . . , Xn be the products of
families (X

(1)
s : s ∈ S1), . . . , (X

(n)
s : s ∈ Sn) of nontrivial compact spaces X(k)

s with
|S1 ∪ · · · ∪ Sn| > ℵ. What are the necessary and sufficient conditions that every
separately continuous function f : X1 × · · · ×Xn → R depends on ℵ coordinates?
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Definition. A family (As : s ∈ S) of subsets As of the product
n∏
k=1

Xk of topological

spaces Xk is called (locally) finite with respect to the i-th variable if for every

p = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈
i−1∏
k=1

Xk ×
n∏

k=i+1

Xk

the family (Bs : s ∈ S) of sets

Bs = {x ∈ Xi : (x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn) ∈ As}

is (locally) finite in Xi. A family (As : s ∈ S) of sets As ⊆
n∏
k=1

Xk is called separately

(locally) finite if it is (locally) finite with respect to any variable xi.

Let A be the system of all separately finite families of open nonempty subsets
of the product X1 × · · · ×Xn of topological spaces Xk and B be the system of all
separately locally finite families of open nonempty subsets of the product X1×· · ·×
Xn. The cardinal

sc(X1 × · · · ×Xn) = sup{|A| : A ∈ A}
is called a separate cellularity of X1 × · · · ×Xn and the cardinal

slc(X1 × · · · ×Xn) = sup{|B| : B ∈ B}

is called a separate locally cellularity of X1 × · · · ×Xn.

Theorem. Let ℵ be an infinite cardinal, n ≥ 2, X1, . . . , Xn be the products of
families (X

(1)
s : s ∈ S1), . . . , (X

(n)
s : s ∈ Sn) of nontrivial completely regular spaces

X
(k)
s with |S1∪· · ·∪Sn| > ℵ and such that all spaces X1, . . . , Xn are countable Čech

complete. Then the following conditions are equivalent

(i) slc(X1 × · · · ×Xn) ≤ ℵ;

(ii) every separately continuous function f : X1 × · · · ×Xn → R depends on ℵ coordi-
nates.

Corollary. Corollary. Let ℵ be an infinite cardinal, n ≥ 2, X1, . . . , Xn be the
products of families (X

(1)
s : s ∈ S1), . . . , (X

(n)
s : s ∈ Sn) of nontrivial compact

Hausdorff spaces X(k)
s with |S1 ∪ · · · ∪ Sn| > ℵ. Then the following conditions are

equivalent

(i) sc(X1 × · · · ×Xn) ≤ ℵ;

(ii) every separately continuous function f : X1 × · · · ×Xn → R depends on ℵ coordi-
nates.

1. Noble N., Ulmer M. Factoring functions on Cartesian products, Trans. Amer.
Math. Soc. 163 (1972) 329–339.

2. Mykhailiuk V. Dependence of separately continuous functions on n coordinates
on products of compact sets, Ukrainian Math. J. 50 (6) (1998) 934-943.

3. Mykhailyuk V. Separately continuous functions on products and their dependence
on ℵ coordinates, Ukrainian Math. J. 56 (10) (2004) 1619-1632.
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The main analytical methods used in three-dimensional problems of the theory
of elasticity are the potential method, the method of integral transformations, the
method of distribution of variables (the Fourier method and various modifications),
as well as the theory of the function of complex variables.

In addition, one of the general methods that allow studying the interaction of
defects (cracks and inclusions) with the environment is the method of discontinuous
solutions [5]. In this method, one of the main points is the concept of a defect,
which should be understood as a part of the surface, when crossing it, breaks of the
first kind of displacement and stress are suffered. A discontinuous solution of the
elasticity equations is a solution that satisfies them everywhere except for the points
of the defect. At these points, stress and displacement jumps are considered known.

The purpose of the work is to transfer the method of discontinuous solutions to
dynamic problems of diffraction of elastic waves on spherical defects [5]. For what
should be constructed a discontinuous solution of the wave equation [3, 6], and then
three-dimensional equations of motion of the elastic medium for the specified defect.
Then, using the constructed discontinuous solution of the equations of motion of an
elastic medium, reduce the problem of elastic waves on a spherical defect to integral
equations, including the problem of diffraction of torsional waves [4].

Research methods are based on the well-known fact of reducing the problems of
oscillations of an elastic medium to the determination of three functions that satisfy
the wave equation in the spherical coordinate system [1, 2]. Therefore, in order to
construct a discontinuous solution of the equations of motion of an elastic medium,
it is necessary to first construct a discontinuous solution of the wave equation for
a spherical defect. It is built using a generalized scheme of the method of integral
transformations. After that, using the method of discontinuous solutions, diffraction
problems are reduced to integral equations of the first kind with non-integrated
features. To construct such a solution by the method of orthogonal polynomials, a
new spectral relation for Jacobian polynomials with nonintegrated weight functions
is used. At the same time, integrals of functions with non-integrated features should
be understood in a generalized (regularized) sense.

The scientific novelty of the work is as follows:
1. Constructed discontinuous solution of the wave equation and three-dimensional

equations of motion for a spherical defect.
2. The problems of diffraction of elastic waves of arbitrary nature on a spherical

defect have been reduced to one-dimensional integro-differential (integral) equations.
The reliability of the main provisions and the obtained results is ensured by the

mechanical and mathematical rigor of the problem statements, the correct use of
the proven mathematical apparatus for their solution, as well as the use of various
variants of the calculated sought values with subsequent comparison of the results.
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The notion of a cluster set was first formulated in 1985 by Painleve in the study
of analytic functions of a complex variable. Actually, the cluster sets is a topological
notion which characterizes a behavior of a function on the closure of the domain.
The oscillation is another limit characteristic of functions which is tightly connected
with the notion of cluster sets. Namely, the oscillation is the diameter of the cluster
set.

Let X be a topological spaces and Y be a compact space, D ⊆ X and f : D → Y .
The cluster set of f at a point x ∈ D is defined as

f(x) =
⋂

U∈Ux
f(U ∩D),

where Ux denotes the system of all neighborhoods of x in X. The corresponding
multifunction f : D( Y is called the cluster multifunction of f . Of course, we can
consider the cluster multifunction for a non-compact space Y . But in this case the
domain of f is narrower then D.

We deal with the following general question.

Problem 1. Let X be a topological space and Y be a dense subspace of a compact
space Y , D ⊆ X and L ⊆ D \D. Describe all multifunctions Φ : L( Y such that
there exists a continuous function f : D → Y with f(x) = Φ(x) for any x ∈ L.

In [1] we solved Problem 1 in the case when X is a metrizable space, D is a boundary
locally connected open subset of X, L is a closed set, Y = R and Y = R = R ∪
{−∞; +∞}.

Here we consider only the case when L is a singleton but Y is more general
topological space. The first result in this direction was obtained in [2]. There we
introduce the following notion. A subspace X of a topological space Y we call locally
arcwise connectedly embedded into Y if for any point a ∈ Y and its neighborhood
U in Y there is a neighborhood V of a in Y such that for any points x, y ∈ V ∩X
there is a continuous curve Lx,y ⊆ U ∩X connecting x and y. In [2] we obtain the
following result.

Theorem 1 ([2]). Let Y be a locally arcwise connectedly embedded into a metrizable
compact space Y . Then F is a non-empty closed connected subset of Y if and only
if there exists a continuous function f : (0; 1]→ R such that f(0) = F .

We generalize these results to the case when the domain of f is an arbitrary
metric space. The central role in our approach is the notion of the local rank.
The rank of a point x in a subset E of some topological space X we define as
the supremum of all n ∈ N such that there are disjoint nonempty clopen sets
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U1, U2, . . . , Un, in E with x ∈ Uk for any k = 1, 2, . . . , n. We denote it by r(x,E).
The local rank of the point x in E is defined as

lr(x,E) = sup
U∈Ux

r(x,E ∩ U).

It is clear that (r(x,E ∩ U))U∈Ux is an increasing net with respect to the order
⊇ on Ux. Thus, the local rank is the limit of this net. In particular, if lr(E, x) ∈ N
then we can replace the supremum to the maximum in the previous definition.

Let us denote by C(E) the system of all connected components of the set E. The
notation nc(E) means the number of all connected components in the case when
C(E) is finite and nc(E) =∞ if C(E) is infinite.

The following result gives some necessary condition for the existing of continuous
function with the given cluster set.

Theorem 2. Let D be a subset of a topological space X, x ∈ D, Y be a dense subset
of a compact Y and f : D → Y be a continuous function. Then nc

(
f(x)

)
≤ lr(x,D).

Using Theorem 1 we also obtain the inverse result in the case when the local
rank of a point x in the domain D is finite.

Theorem 3. Let X be a metrizable space X, D ⊆ X, x ∈ D, Y be a dense locally
arcwise connectedly embedded into a metrizable compact Y and F be a non-empty
closed subset of Y such that nc(F ) ≤ lr(x,D) <∞. Then there exists a continuous
function f : D → Y such that the cluster set f(x) equals to F .

1. O. V. Maslyuchenko, D. P. Onypa. The cluster sets of continuous functions,
Mat. Stud., 46 (2016), N 1, 44–50. (in Ukrainian)

2. O. V. Maslyuchenko, D. P. Onypa, On cluster sets of continuous functions
with values in locally arcwise connected spaces, Buk. Math. J., 3 (2015), N 3–4,
127–132. (in Ukrainian)
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Based on the physical hypotheses and justifications of multi-component mass
heat transfer in the media of nanoporous particles presented in [1, 2], we have
developed a competitive adsorption model. For interparticle space model is described
as follows:

∂Cs (t, Z)

∂t
=
Dinters
l2

∂2Cs
∂Z2

− einterK̃s
Dintras
R2

(
∂Qs
∂X

)
X=1

, (1)

and in the intrapaticle space following equation is obtained:

∂Qs (t,X, Z)

4t
=
Dintras
R2

(
∂2Qs
∂X2

+
2

X

∂Qs
∂X

)
. (2)

with initial conditions:

Cs (t = 0, Z) = 0; Qs (t = 0, X, Z) = 0;

Z ∈ (0, 1) , X ∈ (0, 1) , s = 1, 2 .
(3)

Boundary conditions for coordinate X of the crystalite is give by the Langmuir’s
equilibrium:

∂

∂X
Qs (t,X = 0, Z) = 0;

Qs (t,X = 1, Z) =
KsCs (t, Z)

1 +K1C1 (t, Z) +K2C2 (t, Z)
, s = 1, 2

(4)

together with boundary and interface conditions for coordinate Z:

C1 (t, 1) = 1; C2 (t, 1) = 0.5;
∂Cs
∂Z

(t, Z = 0) = 0, t > 0, (5)

where Ks – are the adsorption constants, Dinter,s, Dintra,s – are the diffusion coeffi-
cients for interparticle space and intrapaticle space for s-th adsorbate component.

Here Cs, Qs, j = 1, n - is the current concentrations of diffused adsorbent components
in the interparticle space (interparticle space) and micropores of particles (intraparti-
cle space), C∞j , Q∞j - is the the corresponding equilibrium concentrations of the
adsorbent components in the gas and adsorbed phases, n is the total amount of
diffused adsorbent components,

K̃s =
Q∞s
Q∞s

(6)
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- is the adsorption constant of the s-th component of the adsorbent, where Ks =
1/K̃s, s = 1, n. Macroporosity of the medium is defined as follows:

einters =
εintercs

εintercs + (1− εinter) qs
≈ εinter

(1− εinter) K̃s

;

eintras = 1− einters ; s = 1, n

(7)

The non-isothermal model (1) - (5) is decomposed into a system of linearized
boundary value problems using the Landau decomposition approach of nonlinear
Langmuir competitive adsorption equilibrium to a convergent series at the small
parameter [3]. As result, the nonlinear function of Langmuir’s multi-component
competitive adsorption equilibrium is given in the following form:

ϕj (C1, C2, ..., Cn) =
KsCs (t, Z)

1 +

n∑
s1=1

Ks1Cs1 (t, Z)

, s = 1, n. (8)

High-speed analytical solutions of linearized problems that allow calculation
parallelization using Heaviside’s operational method are constructed. On the base
linearized mathematical model (1) - (5) the inverse boundary value problems are
formalized and identification of diffusion coefficients for interparticle space and
intraparticle space are realized.

1. M. Petryk, N. Ivanchov, S. Leclerc, D. Canet, J. Fraissard. Competitive
Adsorption and Diffusion of Gases in a Microporous Solid. Zeolites - New
Challenges. IntechOpen, Jul. 22, 2020. doi: 10.5772/intechopen.88138.

2. Petryk, M., Boyko, I., Fraissard, J. et al. Modelling of non-isothermal adsorption
of gases in nanoporous adsorbent based on Langmuir equilibrium. Adsorption
29, 141–150 (2023). https://doi.org/10.1007/s10450-023-00389-9.

3. Petryk, M.R., Boyko, I.V., Khimich, O.M. et al. High-Performance
Supercomputer Technologies of Simulation and Identification of Nanoporous
Systems with Feedback for n-Component Competitive Adsorption. Cybern Syst
Anal 57, 316–328 (2021). https://doi.org/10.1007/s10559-021-00357-7
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Investigations into the Asymptotic Equivalence between
Stochastic Functional Differential Equations and Ordinary

Differential Equations
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The topic of asymptotic equivalence between two systems is widely recogni-
zed within the domain of ordinary differential equations (ODE) theory. Extensi-
ve scholarly literature delves into the exploration of this concept. Related findings
concerning functional differential equations (FDE) can be found in the study by
[1], whereas research on stochastic differential equations is elaborated in [2]. This
article [3] introduces novel outcomes concerning the asymptotic equivalence of the
functional stochastic differential equations system and an ODE system.

For h > 0 we define a function space Ch = C([−h, 0];Rd) of continuous functions
with a norm ||φ||C = supθ∈[−h,0] |φ(θ)|. Consider the system of ODE in the following
form

dx = Axdt, (1)

with the initial conditions x(t0) = x0, t ≥ t0 ≥ 0, x ∈ Rd, and A be a constant
deterministic matrix. Along with system (1), we consider the system of Functional
Stochastic Differential Equations

dy = (Ay +

∫ 0

−h
B(t, θ)y(t+ θ)dθ)dt+

∫ 0

−h
D(t, θ)y(t+ θ)dθdW (t), (2)

where B(t, θ), D(t, θ) are continuous deterministic matrices for t ≥ 0, θ ∈ [−h, 0],
integrable with respect to θ. W (t) is a Wiener process on a probability space
(Ω,F, P ) with filtration {Ft, t ≥ 0} ⊂ F, and there exist such b(t) and d(t)

||
∫ 0

−h
B(t, θ)φ(θ)dθ|| ≤ b(t)||φ||C , t ≥ 0,

||
∫ 0

−h
D(t, θ)φ(θ)dθ|| ≤ d(t)||φ||C , t ≥ 0.

Theorem. Let all solutions of system (1) be bounded on t ∈ [0,∞) and the following
conditions hold ∫ ∞

0

|b(t)|dt ≤ K1 <∞,∫ ∞
0

|d(t)|2dt ≤ K1 <∞, (3)

for some K1 > 0, then system (2) is asymptotically mean square equivalent to
system (1), i.e. for each solution y(t) of system (2) there corresponds a solution
x(t) of system (1) such that

lim
t→∞

E|x(t)− y(t)|2 = 0,
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Also, if we change (3) by ∫ ∞
0

td2(t)dt ≤ K1 <∞,

then system (2) is asymptotically equivalent to system (1) with probability 1, i. e.
for each solution y(t) of system (2) there corresponds a solution x(t) of system (1)
such that

P{ lim
t→∞

|x(t)− y(t)| = 0} = 1.

1. K. G. Valeev, N. A. Kulesko, Family of solutions with a finite number of
parameters of a system of differential equations with deviating argument, Ukrai-
nian Mathematical Journal, 1968, 20, No 6, 637-646.

2. O. M. Stanzhyts’kyi, A. P. Krenevich, I. G. Novak, Asymptotic equivalence of
linear stochastic Ito systems and oscillation of solutions of linear second-order
equations, Differ. Equ., 2011, 47, No 6, 799-813.

3. O. M.Stanzhyts’kyi, G. O. Petryna, M. V. Hrysenko, On the Asymptotic Equi-
valence of Ordinary and Functional Stochastic Differential Equations, Journal
of Optimization, Differential Equations and Their Applications (JODEA), 31
(1), 2023, 125-142
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Conditions of the input-to-state stability for the impulse
boundary-value problem
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The report is devoted to obtainig the conditions of the input-to-state stability
of the impulse boundary-value problem.

Statement of the problem.
Consider the following boundary-value problem with impulse action:{

x′(t) = −Ax(t) +Bu,

x(t1 + 0)−Dx(t1 − 0) = α.
(1)

Here A is a linear and bounded operator in the Hilbert space H which has a bounded
inverse A−1, B,D are linear and bounded operators in H, ||D|| ≤ q, α ∈ H. The
main result is the following theorem.

Theorem 1. For the solution of the boundary-value (1) the following estimate is
hold

||x(t)|| ≤ e−t||A||

1− q et1||A||||α||+ ||A−1||
(
et1||A|| + 3

)
||Bu|| (2)

From this theorem follows condition of the input-to-state stability (see [1] - [5]).
Acknowledgmenets. The authors acknowledges the financial support from the

grant: Boundary-Value Problems and Impulse Perturbations of Nonlinear Evolution
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Approximation of classes of Poisson integrals by Fejer means
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Let C(T), T = [−π;π] be the space of continuous 2π-periodic functions with the
norm

‖f‖C = max
t∈T
|f(t)|.

Denote by G(q,m), q ∈ (0; 1) , m ∈ [−1; 1] the class of continuous 2π-periodic
functions, given by the convolution

f(x) = A0 +
1

π

∫
T

ϕ(x+ t)Pq(t) dt, Pq(t) =

∞∑
k=1

qk cos kt,

where A0 is a constant, Pq(t) is the well-known Poisson kernel, the summable functi-
on ϕ satisfies the condition

ess sup
t∈T
|ϕ(t)| ≤ 1, MT[ϕ] :=

1

2π

∫
T

ϕ(t) dt = m.

Let

S[f ] =
a0[f ]

2
+

∞∑
k=1

(ak[f ] cos kx+ bk[f ] sin kx) ,

be the Fourier series of the function f ∈ C(T), where ak[f ], bk[f ], k ∈ Z+ are the
Fourier coefficients of the function f and let

Sn[f ](x) =
a0[f ]

2
+

n∑
k=1

(ak[f ] cos kx+ bk[f ] sin kx)

be the n-partial sum of the Fourier series of the function f .
Trigonometric polynomials given by the relation

σn(f ;x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ;x)

are called Fejer means of function f .
The purpose of this work is to present the asymptotic formulas for upper bounds

of deviations of Fejer means taken over classes of Poisson integrals in case when mean
of function ϕ(t) would not be equal zero. So far, formulas that directly take into
account the values of the parameters q and m have not been found. This paper is
motivated by the works [1, 2, 3, 4].
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Theorem
1. If −1 ≤ m ≤ 0, q ∈ (0; 2−

√
3], then the following inequalities hold as n→∞

q
πn

4 cos π
2
m

1+2q sin π
2
m+q2

+ 4qm
n

(1+q2) sin π
2
m+2q

(1+2q sin π
2
m+q2)2

+O(1) q
n

n
, − 4

π
arctan q ≤ m,

q
πn

4 cos π
2
m

1+2q sin π
2
m+q2

+O(1) q
n

n
, m ≤ − 4

π
arctan q,

≤ sup
f∈G(q,m)

‖f(·)− σn(f ; ·)‖C ≤
q
πn

4 cos π
2
m

1+2q sin π
2
m+q2

+O(1) q
n

n
, − 4

π
arctan q ≤ m,

q
πn

4 cos π
2
m

1+2q sin π
2
m+q2

+ 4qm
n

(1+q2) sin π
2
m+2q

(1+2q sin π
2
m+q2)2

+O(1) q
n

n
, m ≤ − 4

π
arctan q,

(1)

2. If −1 ≤ m ≤ 0, q ∈ (2−
√

3;
√

3− 2
√

2], and

∂Pq(
π
2

+ π
2
m)

∂q
≥ ∂Pq(π)

∂q
, (2)

then inequalities (1) hold.
3. If 0 < m ≤ 1, q ∈ (0; 2 −

√
3] and condition (2) is fulfilled, then the following

inequalities hold as n→∞

q

πn

4 cos π
2
m

1 + 2q sin π
2
m+ q2

+O(1)
qn

n
≤ sup
f∈G(q,m)

‖f(·)− σn(f ; ·)‖C

≤ q

πn

4 cos π
2
m

1 + 2q sin π
2
m+ q2

+
4qm

n

(1 + q2) sin π
2
m+ 2q

(1 + 2q sin π
2
m+ q2)2

+O(1)
qn

n
.

Here O(1) is a quantity uniformly bounded with respect to n.
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Self-sustained motion of living cells using metabolic energy, is a fundamental
process involved in a variety of biological phenomena, e.g. wound healing, tissue
remodeling (physiological or pathological), immune response, metastatic tumor cell
migration etc. There has been marked an increasing interest to mechanics of cell
motion in the last decade, leading to creation of a new branch of soft matter physics,
active gel physics [3], that continues its rapid development. Here, based on [1] and
[2], we address mathematical aspects of mechanics of cell motion, considering a
model of motility of an individual cell and a model of collective cell motion during
tissue spreading.

1. Motility of individual cells. We consider a 2D model of motion of a cell on
a flat substrate. The cell occupies a domain Ω(t) with free boundary. The flow of
the acto-myosin network inside Ω(t) is described by the velocity field u that obeys
(in the adhesion-dominated regime) Darcy’s law −∇p = ζu, where −p stands for
the scalar stress and ζ is the constant effective adhesion drag coefficient. The main
modeling assumption is the following constitutive law −p = µ divu + km − ph,
where µ divu is the hydrodynamic stress (µ being the effective bulk viscosity of
the gel), the term km is the active component of the stress which is proportional
to the density m = m(x, y, t) > 0 of myosin motors with a constant contracti-
lity coefficient k > 0, ph is the constant hydrostatic pressure. We assume for si-
mplicity that µ = 1 and k = 1. The following boundary condition (known as the
Young-Laplace equation) p + pe = γκ is prescribed on ∂Ω(t), where κ denotes the
curvature, γ > 0 is a constant coefficient and pe is the effective elastic restoring
force which describes the mechanism of approximate conservation of the area due
to the membrane-cortex tension, pe = ke(|Ωh| − |Ω|)/|Ωh|, where ke is the inverse
compressibility coefficient (characterizing membrane-cortex elastic tension), |Ωh| is
the area of the reference configuration. The evolution of the myosin motors density
is described by the advection-diffusion equation ∂tm = ∆m− div(um) in Ω(t) and
no flux boundary condition in the moving domain, ∂νm = (u · ν − Vν)m on ∂Ω(t),
where ν stands for the outward pointing normal vector and Vν is the normal velocity
of the boundary ∂Ω(t). Finally, we assume continuity of velocities Vν = u · ν on the
boundary. Introduce the potential φ := − 1

ζ
(p− ph) for the velocity field u, u = ∇φ,

we write the following free moving boundary problem,

∆φ+m = ζφ in Ω(t), (1)

∂tm = ∆m− div(m∇φ), in Ω(t), (2)

ζφ = p∗(|Ω(t)|)− γκ, ∂νm = 0, Vν = ∂νφ on ∂Ω(t), (3)
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where we introduced the notation p∗(|Ω|) := ph + pe(|Ω|) = ph− ke(|Ω| − |Ωh|)/|Ωh|
for the sum of the hydrostatic pressure ph and the effective elastic restoring force
pe.

We are interested stationary states and traveling waves in the problem (1)-(3).
Problem (1)–(3) has the family of radial stationary solutions with constant densi-

ty m = m0,

Ω = BR, m0 = p∗(πR
2)− γ/R, ζφ0 = p∗(πR

2)− γ/R, (4)

where R denotes the radius of the disc BR. We study linear stability of this solutions
and show that it is (essentially) determined by the sign of the eigenvalue

E(R) = − inf

{
Eζ(m)

/∫
BR

m2dxdy;m ∈ H1(BR), m = m̂(r) cosϕ

}
,

where Eζ(m) =
∫
BR

(
|∇m|2 −m0m

2 +m0ζ|∇φ|2 +m0ζ
2φ2
)
dxdy and φ is the uni-

que solution of ∆φ+m = ζφ in BR, φ = 0 on ∂BR. Next we show that in the critical
case E(R) = 0 there bifurcates a family of traveling waves. These are solutions of
(1)–(3) moving via shifts with constant velocity, e.g., a solution moving with the
velocity V along x-axis is of the form

m = m(x− V t, y), φ = φ(x− V t, y), Ω(t) = Ω + (V t, 0). (5)

Theorem 1. Let R0 be the critical radius, i.e. E(R0) = 0. Assume that m0(R0) < ζ,
p′∗(πR

2
0) < −(γ/R0 + 2m0(R0))/(2πR2

0), and F ′(R0) 6= 0, where

F (R) := R3

Θ(R)

(
ζI1

(√
Θ(R)

)
√

Θ(R) I′1

(√
Θ(R)

) −m0(R)

)
, Θ(R) = R2(ζ −m0(R)), (6)

I1 is the 1st modified Bessel function of the first kind. Then stationary solutions (4)
at R = R0 bifurcate to a family of traveling wave solutions, i.e. solutions of (1)–(3)
having form (5) and parametrized by the velocity V .

Note, that the condition E(R0) = 0 is equivalent to F (R0) = 0 for the function
F (R) explicitly given by (6). Next result summarizes (linear) stability analysis of
the traveling waves with small velocities.

Theorem 2. Assume that conditions of Theorem 1 are satisfied, and the derivative
M ′(V ) of the total myosin mass of the traveling wave is nonzero for sufficiently
small V 6= 0. Then the generator of the evolution problem (1)–(3) linearized around
the traveling wave solution with velocity V 6= 0, has the zero eigenvalue and its
multiplicity is equal to four. The next smallest in absolute value eigenvalue is λ(V ) 6=
0, this eigenvalue is simple and it is given by the following asymptotic formula

λ(V ) = − E′(R0)

M ′ss(R0)
VM ′(V )(1 +O(V )) as V → 0, (7)

where Mss(R) stands for the total myosin mass of the stationary solution (4). All
other eigenvalues have real parts bounded away from zero. If additionally R0 is such
that m0 is bounded by above by fourth eigenvalue of the operator −∆ in BR0 with
the homogeneous Neumann condition on ∂BR0 , then nonzero eigenvalues other than
λ(V ) have negative real parts.
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2. Tissue spreading. Following [4], we employ a continuum active polar fluid
model of tissue spreading, described by a polarity field p(x, y, t) and a velocity fi-
eld v(x, y, t). A tissue monolayer spreads via extending its edge towards free space.
The phenomenon is mainly caused by traction forces generated by cells close to the
monolayer edge. These cells polarize perpendicular to the edge, where we prescribe
p = n (the unit outward normal). The field p is assumed to follow a purely relaxati-
onal dynamics, and equilibrate fast to the solution of the equation L2

c∆p = p,
where Lc is the characteristic length describing the decay rate of p in the bulk. For
simplicity we set Lc = 1 that always can be achieved by an appropriate scaling of
spacial variables. The force balance equation reads divσ + f = 0, where σ is the
stress tensor and f is the stress field given by the following constitutive equations
for a compressible active polar fluid: σ = µ(∇v + (∇v)T )− ζp⊗ p, f = −ξv + ζip,
where v is the velocity field, µ > 0 is the constant effective viscosity, ζ < 0 is
the constant contractility coefficient, ξ > 0 is the constant friction coefficient, and
ζi is the constant contact active force coefficient. On the free boundary σ satisfies
σ · n = −γκn, where κ denotes the curvature of the boundary and γ > 0 is the
constant surface tension of the monolayer edge.

We assume that the tissue monolayer occupies a half-plane type domain Ω(t) =
{(x, y)| y < ρ(x, t)} whose boundary is given by the graph of the function y = ρ(x, t).
Then the continuity condition v · n = Vn (where Vn denotes the normal velocity of
the boundary) yields the evolution equation

∂ρ

∂t
= A(ρ) :=

(
vy − vxρ′

) ∣∣
y=ρ(x,t)

, (8)

where v = (vx, vy), p = (px, py) solve

∆p = p for y < ρ(x, t), (9)
µ(∆v +∇divv)− ζdiv(p⊗ p)− ξv + ζip = 0 for y < ρ(x, t), (10)
p = n for y = ρ(x, t), (11)(
µ(∇v + (∇v)T )− ζp⊗ p

)
n = −γκn for y = ρ(x, t). (12)

We also assume that v and p vanish as y → −∞.
We seek periodic solutions traveling in y-direction with constant velocity. It is

easy to show that there exists the flat front solution, ρ(x, t) = V (0)t, v(x, y, t) =
V(y − V (0)t), p(x, y, t) = P(y − V (0)t), where Px = Vx = 0,

Py = ey, Vy(y) = ζ
8µ−ξ

(
2e2y −

√
ξ√

2µ
e
√
ξy/
√

2µ
)

+ ζi
2µ−ξ

(√
2µ√
ξ
e
√
ξy/
√

2µ − ey
)
.

We perform Fourier analysis of the linearized operator L around the flat front soluti-
on and find Λ(q) such that Leiqx = Λ(q)eiqx. Then, considering the prescribed period
Π as the bifurcation parameter we obtain the transcendental equation Λ(q) = 0 to
find the critical value of the period Π = 2π/q, and show that it always has a root if
ζi is sufficiently large. We prove the following result on the bifurcation of traveling
waves with finger-like structure.
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Theorem 3. Assume that Λ(q0) = 0 for some q0 > 0 and Λ(jq0) 6= 0 for j =
2, 3, . . . Assume also that ∂qΛ(q0) 6= 0. Then there is a family of non-trivial (non-
flat) traveling wave solutions ρ = ρ(x, α) of A(ρ) = V with periods Π = 2πθ(α)/q0,
depending on a small parameter α. Moreover, ρ(x, α) and θ(α) smoothly depend on
the parameter α and ρ(x, 0) = 0, θ(0) = 1.

Next we study stability of these solutions and show that depending on the value
of the contractility coefficient, the bifurcation can be subcritical or supercritical
pitchfork.
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Numerous works are devoted to the description of random evolutions (ran- dom
flights) that generalize original work of M.Kac in the multidimensional case. They
are mostly devoted to discussion of convergence of the model studied to the Wiener
process, also description of corresponding equations and solving them for some well
posed modes. The main problem is that the methods for solving equations proposed
there can not be applied for any model as soon as they are, as a rule, strictly
connected with the structure of the corresponding equation. In the article [1] we
proposed to change the approach, namely to solve a well posed Cauchy problem
instead of a well posed equation. The idea is based on the use of real-analytic initial
conditions and computation of the moments of Markov random evolution which
solve Cauchy problem for any evolutionary equation with power functions as initial
conditions. Thus, having corresponding solutions, we may approximate solution for
any initial condition by real-analytic functions.

Here we apply the method, proposed in [1] to equations that appear in the case
of Goldstein-Kac model on a complex plane, namely

γλ,vr,z (t) = x+ iy + v

t∫
0

(−1)ξ
λ
r (s)ds

+iv

t∫
0

(−1)ξ
λ
r (s)ds = z + (i+ 1)v

t∫
0

(−1)ξ
λ
r (s)ds,

where x+ iy is the starting point, v > 0 is the constant velocity of movement, ξλr (s)
is the Markov chain that takes values in {0, 1} and has the infinitesimal matrix

Qλ = λ

(
−1 1
1 −1

)
and initial distribution P{ξλr (0) = 0} = p, P{ξλr (0) = 1} = q, r = p− q.

We show that the expectations of function of the evolution, namely the functi-
onals Uj(t, z) = Ejf(z+ (i+ 1)v

∫ t
0

(−1)ξ
λ
r (s)ds), where j ∈ {0, 1} is the state of the

process ξλr (s) at the moment of time s = 0, satisfy Cauchy problem:

∂2U

∂t2
+ 2λ

∂U

∂t
= 2iv2 ∂

2U

∂z2
(1)

U(0, z) = f(z),
∂

∂t
U(t, z)|t=0 = rv(1 + i)f ′(z).
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This result is used to represent the solution to the Cauchy problem with complex-
analytic initial conditions:{

f(z) =
∑∞
k=0 fkz

k, z ∈ C;

g(z) =
∑∞
k=0 gkz

k, z ∈ C. (2)

Solution of this Cauchy problem, like in the case of the one-dimensional telegraph
equation, may be constructed by Riemann method in terms of Bessel functions.
But the probability approach proposed here is based on the explicit calculation of
arbitrary moments of the random process and allows to avoid analytic difficulties
and, moreover, to obtain new formulas for the Bessel functions. It can also be used
in the study of models described by equations that are more complex than the
one-dimensional telegraph equation.

There is also another reason for the construction of a new representation of the
solution of this Cauchy problem. Solution in terms of Bessel functions does not expli-
citly contain boundary-layer functions, which is explained by the fact that Riemann
method is based on the analytic-geometric approach. The solutions constructed in
the present paper explicitly contain the regular and boundary-layer components that
may be usefull for calculation of approximate solutions.

Namely, a consequence of our representation of the solution of Cauchy problem
is the following result. We set ε = 1

2λ
and write equation (1) in the form

ε
∂2

∂t2
U(t, z) =

(
i
v2

2λ

∂2

∂z2
− ∂

∂t

)
U(t, z). (3)

In the hydrodynamic limit, when v → ∞, λ → ∞ so that v2

λ
→ σ2 equation (3)

has the form of a singularly perturbed differential equation with a small parameter
for the highest derivative with respect to t. In the limit, we have a Schrödinger-type
equation (see, e.g. free-particle wave equation):

∂

∂t
U(t, z) =

σ2

2
i
∂2

∂z2
U(t, z). (4)

Solutions of Schrödinger-type equations may be found in the form of series
for corresponding complex functions. Now we see that Schrödinger-type equation
may be approximated by a singularly perturbed differential equation with a small
parameter as the coefficient of the higher derivative with respect to t.

We show that the solution of Cauchy problem for the last equation also may be
presented as a series. Moreover, in the theory of singularly perturbed evolutionary
equations, solutions often contain a regular (with respect to ε) component and a
boundary-layer component, which contains a function of the form exp(−t/ε) (in
our case, exp(−2λt) = exp(−t/ε)). The solutions constructed in the present paper
explicitly contain the regular and boundary-layer components.

Thus, we construct solutions for complex-analytic initial conditions of Cauchy
problem (1), (2). As soon as other functions may be approximated by complex-
analytic functions, we may thus approximate solutions for Cauchy problems with
other initial conditions, and, assuming ε → 0 we shall see approximate solution of
Cauchy problem for Schrödinger-type equation (4).
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Theorem. Let cλ,vr (t, z;n) = E
(
γλ,vr,z (t)

)n be a solution of equation

∂2U

∂t2
+ 2λ

∂U

∂t
= 2iv2 ∂

2U

∂z2
(5)

with initial conditions

f(z) = zn; g(z) = rv(i+ 1)nzn−1. (6)

Then the solution U(t, z) of the Cauchy problem

U(0, z) = f(z), U ′t(t, z)|t=0 = (i+ 1)vrf ′(z)

with complex analytic conditions (2) is given by

U(t, z) = f0 +
g0

2λ

(
1− e−2λt

)
+

∞∑
k=1

[fkc
λ,v
0 (t, z; k)+

+
gk−1

rvk(i+ 1)

(
cλ,vr (t, z; k)− cλ,v0 (t, z; k)

)
].

The problem of constructing the solution is thus reduced to calculating the
moments cλ,vr (t, z; k) of evolution defined by Kac model on a complex plane.

The following lemma holds true:

Lemma.

lim
λ→∞
v→∞
v2

λ
→σ2

cλ,vr (t, z;n) =

[n2 ]∑
j=0

(
n

2j

)
zn−2jµ2j

(
σ2t
)j

(i+ 1)j ,

where [p] is the integer part of p,

µ2j =

{
1 · 3 · · · · · (2j − 1) if j is an even number;
0 if j is an odd number.

The lemma allows to seek a solution to equation (5) with initial conditions (6)
in the form (see also [2]):

cλ,vr (t, z;n) = zn +
rvnzn−1

2λ

(
1− e−2λt

)
(i+ 1) +

[n2 ]∑
j=1

(
n

2j

)
zn−2jµ2j

(
v2

λ
t

)j
×

×(i+ 1)j + an(t, z) + bn(t, z)
(

1− e−2λt
)
,

where the functions an(t, z) and cn(t, z) may be found explicitly and are polynomials
in z (for a fixed t) and in t (for a fixed z) which degree is at most n− 2.

In conclusion, we present equation (5) in the form of a singularly perturbed
Cauchy problem:

ε2 ∂
2

∂t2
U(t, z) =

(
σ2

2
i
∂2

∂z2
− ∂

∂t

)
U(t, z)
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U(0, z) = f(z),
∂

∂t
U(t, z)

∣∣∣∣
t=0

= r
σ√
2ε

(i+ 1)f ′(z), r ∈ R.

Using the Theorem, we present solutions of this Cauchy problem for conditi-
ons of independent interest (in square brackets the regular part of the solution is
distinguished):

f(z) = z : U(t, z) =

[
z +

r√
2
σε(i+ 1)

]
− r√

2
σε(i+ 1)e

− t
ε2 ;

f(z) = z2 : U(t, z) =
[
z2 + σ2t(i+ 1)2 + rσ

√
2εz(i+ 1)− σ2ε2(i+ 1)2

]
+

+
(
σ2ε2(i+ 1)2 − rσ

√
2εz(i+ 1)

)
e
− t
ε2 ;

f(z) = z3 : U(t, z) =

[
z3 + 3zσ2t− 3xσ2ε2(i+ 1)2 +

3r√
2
σεz2(i+ 1)2−

− 3r√
2
σ3ε3(i+ 1)3

]
+ (3zσ2ε2(i+ 1)2 − 3r√

2
σεz2(i+ 1) +

3r√
2
σ3εt(i+ 1)3+

+
3r√

2
σ3ε3(i+ 1)3)e

− t
ε2 .

If we put ε → 0 we easily see the solutions of Cauchy problem for Schrödinger-
type equation (4).

1. Turbin A.F., Samoilenko I.V. A probability method for the solution of
the telegraph equation with real-analytic initial conditions // Ukrainian
Mathematical Journal. – 2000. – 52, № 8. – P. 1292–1299.

2. Samoilenko I.V. Moments of Markov random evolutions // Ukrainian
Mathematical Journal. – 2001. – 53, № 7. – P. 1197–1205.
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Dynamics of conflict interaction in terms of minimal players
Satur Oksana

oksana@satur.in.ua
Institute of mathematics NSAU

Let the two opponents A and B, who are called the players below, at the moment
of time t = 0 be assigned independent discrete random distributions in the space
Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, n ≥ 2 (set of visited positions):

A ∼ p = (p1, . . . , pn), B ∼ r = (r1, . . . , rn).

Obviously that the vectors p, r are stochastic: 0 ≤ pi, ri ≤ 1,
∑n
i=1 pi =

∑n
i=1 ri = 1,

i = 1, . . . , n. Next, we assume that they are different and non-orthogonal, that is,
in Rn+ their scalar product satisfies the condition 0 < (p, r) < 1. Coordinates pi,
ri can be interpreted as independent probabilities of presence A, B in ωi. In other
words, the values pi, ri characterize the random events of visits to the position ωi by
players A and B at the initial moment of time t = 0. So, pi = P(A is in position ωi),
where P(·) means probability. Similarly for ri.

Suppose that at the following moments of discrete time t = 1, 2, . . . players A
and B enter into an interaction with each other, which we denote by >. This leads
to a change in their respective distributions:

{p, r} ≡ {p0, r0} >−→ {p1, r1} >−→ · · · >−→ {pt, rt} >−→ · · · . (1)

We assume that the law of change of coordinates of stochastic vectors is given
iteratively by the following formulas:

pti = ptmin = min
j=1,...,n

ptj , rti = rtmin = min
j=1,...,n

rtj , (2)

pt+1
i =

α · ptmin(1− rtmin)

ztp
, rt+1

i =
α · rtmin(1− ptmin)

ztr
, (3)

pt+1
j =

pj
ztp
, rt+1

j =
rj
ztr
, i 6= j, α > 0, (4)

t = 0, 1, . . . , p0
j = pj , r0

j = rj , p0
min = pmin, r0

min = rmin,

where the normalizing denominators ztp and ztr are introduced to ensure the stochasti-
city of the vectors pt+1, rt+1

ztp = α · ptmin(1− rtmin) +
∑
j 6=min

ptj , z
t
r = α · rtmin(1− ptmin) +

∑
j 6=min

rtj .

A model of a dynamic system with conflict interaction for two players is built
above. It is assumed that each of them is probabilistically distributed according to
the positions of the common space of existence. At each step of the iteration, each
player exerts minimal effort. That is, the conflict is conducted only on positions with
a minimum value for each of the players. Random events of the presence of players A
and B in positions ωi are redistributed at each step of time t. The behavior of such
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a dynamic system for players with only two positions (p, r ∈ R2
+) was studied. The

bifurcation parameter α can be interpreted as a shared external resource for each
of the players. Note that in this formulation of the problem, α acquires a certain
positive value that does not depend on the players in any way.

In the papers [1], various problems related to dynamic systems of conflict in
discrete time were investigated in terms of stochastic vectors given by trajectories:

{pt, rt} >,t−→ {pt+1, rt+1}, t = 0, 1, 2, . . . ,

where coordinates of vectors pt+1, rt+1 were determined by a system of difference
equations. The simplest version of such equations has the form:

pt+1
i =

1

zt
pti(1− αrti), rt+1

i =
1

zt
rti(1− αqti), −1 ≤ α ≤ 1,

where z = 1 − α(p, r) – the normalizing denominator, (·, ·) – the scalar product in
Rn+. More such models can be found in the works [2] – [6].

1. Koshmanenko, V. Spectral Theory for Conflict Dynamical Systems (Ukraini-
an). – Kyiv: Naukova Dumka. –2016. – 288 p.

2. Karataieva T., Koshmanenko V., Krawczyk M., Kulakowski K. Mean field
model of a game for power // Physica A. – 2019, 525. – P. 535–547.

3. Satur О.R. Dependence of the behavior of the trajectories of dynamic conflict
systems on the interaction vector // Nonlinear Oscillations. – 2021. – 25 (1). –
P. 72–88.

4. Satur O.R., Kharchenko N.V. The model of dynamical system for the attai-
nment of consensus // Ukrainian Mathematical Journal. –2020. – 71 (9). –
P. 1456–1469.

5. Koshmanenko V., Kharchenko N. Fixed points of complex system with
attarachtive interaction // Methods of Functional Analysis and Topology. –
2017. – 23 (2). – P 164–176.

6. Koshmanenko V. Theorem of conflicts for a pair of probability measures //
Math. Methods of Operations Research. –2004. – 59 (2). – P. 303–313.

124



Simulation a solution of a parabolic equation with random factors
Slyvka-Tylyshchak Ganna, Kuchinka Katalin
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Ferenc Rakoczi II Transcarpathian Hungarian College of Higher Education

In this paper, a model of solution to the heat equation with initial conditions
from the Orlicz space Lp(Ω) of random variables is built. The constructed model
approximates the solution of a homogeneous parabolic equation with given reliability
and accuracy in some Orlicz space.

Consider a boundary value problem for a parabolic equation with two independent
variables

∂

∂x

(
p(x)

∂V (t, x)

∂x

)
− q(x)V (t, x)− ρ(x)

∂V (t, x)

∂x
= 0 (1)

V (t, 0) = 0, V (t, π) = 0 (2)

V (0, x) = ξ(x), (3)

where 0 ≤ x ≤ π and t ≥ 0, ξ(x) is a continuous stochastic process with probability
one belonging to the Orlicz space LU (Ω), such that Eξ(x) = 0. The functions p =
(p(x), x ∈ [0, π]), q = (q(x), x ∈ [0, π]), ρ = (ρ(x), x ∈ [0, π]) in equation (1) satisfy
the conditions
1. p(x) > 0, q(x) ≥ 0, ρ(x) > 0, x ∈ [0, π]

2. ρ(x), p(x) are twice continuously differentiable for all x ∈ [0, π]

3. q(x) is continuously differentiable for all x ∈ [0, π].

Let

V (t, x) =

∞∑
k=1

ξke
−λktXk(x),

whereXk(x) are eigenfunctions and λk are eigenvalues of the Sturm-Liouville problem

L(X) =
d

dx

(
p(x)

dX(x)

dx

)
− q(x)V (x) + λρ(x)X(x) = 0,

X(0) = 0, X(π) = 0, ξk =

π∫
0

ρ(x)Xk(x)ξ(x) dx.

Let ξ(x) be a stochastic process from (3) and his model be ξ̂(x), then as a model
for the process ξk we consider

ξ̂k =

π∫
0

ρ(x)Xk(x)ξ̂(x) dx.

Let us denote:

VN (t, x)
.
=

N−1∑
k=1

ξke
−λktXk(x);
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and

V̂N (t, x)
.
=

N−1∑
k=1

ξ̂ke
−λktXk(x). AT

.
= {0 ≤ x ≤ π, δ ≤ t ≤ T},

where δ > 0 is a constant.

Theorem. Let the initial condition ξ = {ξ(x), x ∈ [0, π]} on the right hand side of
(3) be a strictly Orlicz stochastic process belonging to the Orlicz space Lp(Ω) (p ≥ 2)
of random variables. Assume that the stochastic process ξ is separable and mean
square continuous, Eξ(x) = 0. If the conclusion of Theorem 9 [1] holds for ξ(x) and
we have

π∫
0

|
(
E|ξ(x)− ξ̂(x)|p

) 1
p dx < Λ.

for the ξ̂(x), where ξ̂(x) is the model for a process ξ(x), then V̂N (t, x) is the model
for the process V (t, x) with reliability 1−α and accuracy ε in uniform metric of AT ,
if for the N the following conditions hold :

√
WN <

( α

2CTpβ

)1/p

ε · l, KN−1 <
α

1
p (1− l)ε

2
1
p ρ(x)C2

xΛ

where WN and CTpβ are defined in Theorem 9 [1], 0 < l < 1, ρ = max ρ(x),

|Xk(x)| < Cx, KN−1 = sup
δ≤t≤T

|
N−1∑
k=1

e−λkt|, δ > 0 some constant.

1. Kuchinka Katalin, Slyvka-Tylyshchak Ganna Modelling a solution of a
homogeneous parabolic equation with random initial condition from Lp(Ω)//
Przeglad Elektrotechniczny, 2023, 5, pp. 77–82
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Decoupling method for the maxwell equations in the case of null
field

Taistra Yurii, Pelykh Volodymyr
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Pidstryhach Institute for Applied Problems in Mechanics and Mathematics

The Maxwell equations in the pseudo-Riemannian space of general relativity are
a strongly coupled system of the first-order PDEs. Decoupling methods for such
a system were developed by Teukolsky (1973), Cohen, Kegeles (1974, 1979), and
Stewart (1979) [1, 2]. Maxwell equations in the Teukolsky approach decouple in the
Petrov type D space-times. Electromagnetic equations for Herz potential decouple
in generalized Goldberg-Sachs space-times, assuming the additional condition of
an algebraical specialty of the Herz spinor (null one-way Herz field). An approach
to decoupling Maxwell equations in Kasner space-time were developed by Bochner
(2021).

We assume that the Maxwell field is null, which means that both electromagnetic
invariants are equal to zero (pure electromagnetic waves). Under the assumption,
the system of Maxwell equations decouples in general space-time. Two of the four
decoupled equations are the first-order quasilinear PDEs.

We consider decoupled equations in the Kerr space-time and apply Teukolsky
ansatz. It enables a more simple (2-dimensional) decoupled system, which gives an
advantage for numerical considerations of such equations.

1. S. A. Teukolsky Perturbations of a Rotating Black Hole. I. Fundamental Equati-
ons for Gravitational, Electromagnetic, and Neutrino-Field Perturbations //
Astroph. J. – 1973. – 185. – p. 635–648.

2. J. M. Cohen, L. S. Kegeles Electromagnetic fields in curved spaces: A constructi-
ve procedure // Phys. Rev. D. – 1974., 10, No. 4. – p. 1070–1084.
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Problem of convergence mathematics and information theory and
methods of their modeling

Trokhimchuck Petro
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Lesya Ukrainka Volyn National University, Lutsk, Ukraine

The problem of formalization knowledge has long history [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Roughly
speaking this problem is the realization. R. Backon phrase вЂњAny science is as
much science as there are mathematicians in itвЂќ quite accurately reflects this
trend. In general, mathematics, translated from Greek, means accurate knowledge
[1]. Euclid [1, 2] started mathematics as a science. His axiomatic method turned out
to be so productive that it still forms the basis of mathematics [2]. Later, Descartes
and I. Newton applied it to other sciences [1]. Modern mathematics is a science with
a well-developed structure of relevant disciplines, and it is generally quite difficult
to consider it separately from other fields of knowledge [1].

C. Shannon’s entropy principle is main in modern information theory [4].
According to F. George [3], cybernetics is a synthetic science, which is a synthesis

of several sciences that are necessary to solve the relevant problem.
The main task of modern computer science is the formalization of the thesis of the

Canadian philosopher L. Hall "Everything that comes from the head is intelligent"[1,
2].

It should be note that according to Plato there are three types of numbers:
mathematical (pure mathematics), sensory (applied mathematics) and ideal (numerology
and, from a modern point of view, information-coding theory) [1].

This report raises the question of creating a single theory that would include the
main achievements of the above concepts.

According to [1, 2] this theory, it should be based on six criteria:
1. It must be open theory or theory with variable hierarchy.
2. This theory must be having minimal number of principles.
3. It must based on nature of mathematics (analysis, synthesis and formalization

all possible knowledge).
4. We must create sign structure, which unites verbal and nonverbal knowledge

(mathematical and other) in one system.
5. We must have system, which is expert system of existing system of knowledge

and may be use for the creation new systems of knowledge.
6. Principle of continuity must be true for all science.
These conditions must be used for the creation any dynamic science, which can

be presented as open system. An example of so metascience is Polymetrical Analysis
(PA) – theory of variable hierarchy (measure) [1, 2], which is created as system of
optimal analysis, synthesis and formalization of knowledge.

PA is the theory of variable measure and systems with variable hierarchy. The
main elements of this theory are functional numbers (generalized quadratic forms);
generalized mathematical transformations (15 minimum types); information lattices;
theory of information calculations; polymetric theory of measures and measurements

128



and theory of hybrid systems.
The theory of informational calculations made it possible to combine analo-

gous and numerical calculations into a single system. Its main principle of opti-
mal (minimum) computation is the generalization of the principle of least action
and the entropy laws of physics and information theory into a single "dimensi-
onless"principle, owing to the de Broglie ratio from the thermodynamics of a point
[6].

The hybrid theory of systems made it possible to combine all fields of knowledge,
including verbal and non-verbal, and to classify them by complexity. The basis of
complexity is the concept of completeness and the parameter of connectivity of the
elements of the information lattice [1, 2]. It was shown that only 10 minimal types
of hybrid systems (systems of formalization the knowledge) are existed, but number
these systems may be however large [1, 2].

PA theory fully satisfies these six criteria and is the most general theory that
combines the main concepts of mathematics and information theory into a single
system. PA may be represent as natural concept of foundations of mathemati-
cs (mathematics is precised knowledge [1]); variant of resolution S. Beer centuri-
al problem in Cybernetics (problem of information complexity) [1] and variant of
foundations of Computer Science [1].

1. Trokhimchuck P.P. Theories of Everything: Past, Present, Future. –
Saarbrukken: Lambert Academic Publishing, 2021. – 260 p.

2. Trokhimchuck P.P. Foundations of Mathematics: Retrospective and Perspecti-
ve. Ch. 3. In: Recent Research Trends in Mathematics Eds. R. Mechta, M. K.
Sharma. – New Dehli: Integrated Publications, 2023. – P. 41–71.

3. George F.H. Philosophical Foundations of Cybernetics, Cyberenetics and
System Series. – London: Abacus Press, 1979. – 310 p. 0

4. Kuhtenko A.I. Cybernetics and Fundamental Science. – Kyiv: Naukova Dumka,
1987. – 144 p. (In Russian)

5. Kuzmin I.V., Kedrus V.A. Foundations of information theory and coding. –
Kyiv: Vyshcha Shkola, 1986. – 237 p. (In Russian)

6. De Broglie L. Thermodynamics of Isolated Point. The hidden thermodynamics
of particles. – Paris: Gauthier Villars, 1964. – 98 p.
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Continuous solutions of the systems of nonlinear
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The consider the systems of nonlinear difference-functional equations of the form

x (qt) = Λx (t) + f (t, x (t+ 1)) , (1)

with the following conditions:
1. Λ - real (n× n)- matrix of this form Λ = diag (Λ1,Λ2), where Λ1,Λ2 - real

(p× p) and (r × r) - matrices (p+ r = n), det Λ 6= 0, f (t, x (t+ 1)) =(
f1
(
t, x1 (t+ 1) , x2 (t+ 1)

)
, f2

(
t, x1 (t+ 1) , x2 (t+ 1)

))
, q is real positive con-

stant.
2. ∣∣f1

(
t, x̄1, x̄2

)
− f1

(
t, ¯̄x1, ¯̄x2

)∣∣ ≤ l1 (∣∣x̄1 − ¯̄x1
∣∣+
∣∣x̄2 − ¯̄x2

∣∣) ,∣∣f2
(
t, x̄1, x̄2

)
− f2

(
t, ¯̄x1, ¯̄x2

)∣∣ ≤ l2 (∣∣x̄1 − ¯̄x1
∣∣+
∣∣x̄2 − ¯̄x2

∣∣) ,
where l1, l2 - are real positive constants, which depend on l(l1 = l1 (l) , l2 = l2 (l) , l1 →
0, l2 → 0 for l→ 0). Then the system (1) will look like this{

x1 (qt) = Λ1x
1 (t) + f1

(
t, x1 (t+ 1) , x2 (t+ 1)

)
,

x2 (qt) = Λ2x
2 (t) + f2

(
t, x1 (t+ 1) , x2 (t+ 1)

)
,

(2)

where x1 = (x1, ..., xp) , x
2 = (xp+1, ..., xp+r) , f

1 = (f1, ..., fp) ,
f2 = (fp+1, ..., fp+r) .

Theorem. Suppose that conditions 1-2 are satisfied and:
3. 0 < λi < 1 < λj , i = 1, 2, . . . p, j = p+ 1, 2, . . . n, 0 ≤ p ≤ n, q > 1;

4. θ = max
{

2l1
1−λ∗ ,

2l2
λ∗−1

}
< 1, where 1 > λ∗ > max {λi, i = 1, . . . , p}, 1 < λ∗ <

min {λi, i = p+ 1, . . . , n}.
Then system of equations (2) has a family of solutions continuous and bounded for
t ≥ T > 0 (T is a sufficiently large positive constant) of the form

y1(t) =

∞∑
i=0

y1
i (t), y2(t) =

∞∑
i=0

y2
i (t),

where y1
i (t), y2

i (t), i = 0, 1, ... vector-functions are continuous and bounded for t ≥
T > 0.
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The model of vibration signal in the form of bi-periodically non-stationary random
process (BPNRP) is proposed. It is shown that the properties of the deterministic
and stochastic interaction of cycles with different periods are described in this model
by simultaneous amplitude and phase modulation of carrier harmonics with combi-
nation frequencies by jointly stationary random processes.

The modulation effects in the vibration model in the form of periodically non-
stationary random process (PNRP), which describe the stochastic recurrence with
one period, are characterized by jointly stationary random processes ξk(t) in the
representation in the form of a stochastic trigonometric polynomial

ξ(t) =

L∑
k=−L

ξk(t)eikω0t. (1)

The random process (1) is a PNRP only in the case when the modulating
processes are mutually correlated [1, 2, 3, 4]. Generalizing this representation, we
may deduce that modulation of two stochastic cycles, induced by the rotation of
two elements with different speeds, can be modeled as:

ξ(t) =
∑
k∈Z

ξ
(P2)
k (t)e

ik 2π
P1
t
, (2)

where the harmonics of frequency 2π/P1 and its multiples are modulated by PNRP
with period P2: ξk(t) =

∑
l∈Z

ξkl(t)e
il 2π
P2
t Then, for the random process (2) we have:

ξ(t) =
∑
k,l∈Z

ξkl(t)e
ilωklt, (3)

where ξkl(t) is a jointly stationary random processes and ωkl = k(2π/P1)+l(2π/P2).
As we can see, process (3) is the sum of the amplitude- and phase-modulated
harmonics, in which frequencies ωkl are the linear combination of the two main
frequencies ω10 = 2π/P1 and ω01 = 2π/P2. The mathematical expectations of the
modulating processes mkl = Eξkl(t) are the Fourier coefficients of the mean functi-
on:

m(t) = Eξ(t) =
∑
k,l∈Z

mkl(t)e
iωklt, (4)

and for its covariance function R(t, τ) = E
◦
ξ(t)

◦
ξ(t+ τ),

◦
ξ(t) = ξ(t)−m(t), we have
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R(t, τ) =
∑
k,l∈Z

Bkl(τ)eiωklt, (5)

where

Bkl(τ) =
∑
p,q∈Z

Rp−k,p,q−l,q(τ)eiωklτ , (6)

and Rpqkl(τ) = E
◦
ξpq(t)

◦
ξkl(t + τ),

◦
ξpq(t) = ξpq(t) − mpq, are the cross-covariance

functions of the modulating processes. Thus, the Fourier coefficients of the covariance
function (5) are defined by the cross-covariance functions of the modulating processes
with numbers which are shifted by k and l, respectively. It follows from (6) that the

correlations of the modulating processes
◦
ξkl(t) of the different orders lead to the

bi-periodical non-stationarity of the second order.
The random processes, whose mean and covariance function are bi-periodical

functions of time and can be presented by the Fourier series (4) and (5), are called
bi-periodically non-stationary random processes (BPNRP) [1, 2]. The BPNRP can
be used, for example, for the analysis of vibrations that are selected from a bearing
with an outer race fault. Then the quantity P1 is the period of the shaft rotation
and P2 is the period of the ball passing over the defect. Proceeding from (3), we
can quite easily obtain some particular cases of the bi-rhythmic hidden periodicity.
If ξkl(t) = ckl + ηkl(t), where ηkl(t) are non-correlated stationary random processes
and ckl are some complex numbers, we have following "additive"model of diagnostic
vibration signal:

ξ(t) =
∑
k,l∈Z

ckle
iωklt +

∑
k,l∈Z

ηkl(t)e
iωklt = s(t) + η(t),

where s(t) is a bi-periodical function and η(t) is a stationary random process with the

covariance function Rη(τ) =
∑
k,l∈Z

R
(η)
kl (τ)eiωklτ , where R(η)

kl (τ) = E
◦
ηkl(t)

◦
ηkl(t+ τ),

◦
ηkl(t) = ηkl(t)−m(η)

kl , m
(η)
kl = Eηkl(t).

1. Javorskyj I, Mykhailyshyn V. Probabilistic models and statistical analysis of
stochastic oscillations. Pattern Recogn Image Anal 1996; 6(4): 749-763.

2. Javorskyj I, Yuzefovych R, Kravets I, Matsko I. Methods of periodically
correlated random processes and their generalizations in Cyclostationarity:
Theory and Methods, Lecture Notes in Mechanical Engineering F. Chaari, J.
Leskow, A. Sanches-Ramires (Eds.), Springer, New York, 2014; 73-93.

3. Javorskyj I, Lekow J, Kravets I, Isayev I, Gajecka-Mirek E. Linear filtration
methods for statistical analysis of periodically correlated random processes -
Part II: Harmonic series representation. Signal Process 2011; 91: 2506-2519.

4. Javorskyj I, Yuzefovych R, Lychak O, Semenov P, Slyepko R. Detection of
distributed and localized faults in rotative machines using periodically non-
stationary covariance analysis of vibrations. Meas Sci Technol 2023; 34: 065102.

132



Absolute stability of control systems with rigid feedback taking
into account external load

Zhumatov Sailaubay S.

sailau.math@mail.ru
Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty, Kazakhstan

Consider the problem of construction of the control systems with rigid feedback,
taking into account external load by given (n− s)-dimensional program manifold Ω
[1, 4, 5]

ẋ = f (t, x)− b1ξ, t ∈ I = [0, ∞) ,

ξ̇ = ϕ (σ)ψ(ν), σ = pTω − qξ, (1)

where x ∈ Rn is a state vector of the object, f ∈ Rn is a vector-function, satisfying
to conditions of existence of a solution x(t) = 0, and the coefficients b1 ∈ Rn, p ∈ Rs
are constant, q is constant coefficients of rigid feedback, σ is a total impulse-signal
and the differentiable function ϕ(σ) satisfies the following conditions

ϕ(0) = 0 ∧ ϕ(σ)σ > 0 ∀σ 6= 0,
∂ϕ

∂σ

∣∣∣
σ=0

< χ > 0,
, (2)

and the function ψ(ν) takes into account the actions of the external load, and
determined as follows:

ψ(ν) =


1 at ν ≥ 1,√
ν at 0 < ν < 1,

0 at ν ≤ 0,
(3)

where in the general case ν has the following form [2]:

ν = 1− (aξ̈ + bξ̇ + cξ) signσ.

Here a, b, c are real numbers.
The second equation from (1) was presented by Letov in [3].
The functions ϕ(σ), ψ(ν) are expressed in terms of the coefficients of the equation

of the hydraulic actuator, taking into account external load[2]:

ẋ = µ

√
g

γ
· l
F

√
p0 −4p signσ · σ. (4)

Here µ
√

g
γ
· l
F

is the constructive constant, µ is the flow coefficient, σ is the spool
displacement, p0 = pk − pσ, pk is pressure in the supply line, pσ is pressure at the
drain, 4p is pressure difference in the cameras of the actuator, determined by the
load.

The ϕ(σ) function replaces the expression
√

gp0
γ
· l
F

, which determines the

speed of an unloaded executor, and the multiplier ψ(ν) =
√

1− 4p
p0
signσ takes into

account the influence of the load.

133



In order for the manifold Ω(t) to be integral to system (1) at ω = 0, it is sufficient
to perform ξ = 0. This condition is satisfied if and only if q 6= 0.

The problem under consideration reduce to investigation of quality properties of
the some system with respect to vector-function ω [4, 5, 6].

Considering that the manifold Ω(t) is an integral manifold system (1),(2),(3) and
taking the Erugin function to be linear with respect to the vector function ω:

F (t, x, ω) = −Aω, (5)

we arrive at the following system with respect to ω:

ω̇ = −Aω − bξ, t ∈ I = [0, ∞) ,

ξ̇ = ϕ (σ)ψ(ν), σ = pTω − qξ, (6)

where b = H1b1, H1 =
∂ω

∂x
, and −A(s × s) is a constant Hurwitz matrix, the

nonlinearity of ϕ(σ) satisfies conditions (2), and the multiplier ψ(ν) is determined
by formula (5).

Statement of the problem. Find the absolute stability condition for the
program manifold Ω(t) of the indirect control system, taking into account the
external load with respect to the vector function ω under conditions (2), (5). System
(6) is reduced to the canonical form [3]

η̇ = −ρη + ϕ(σ) · ψ(ν),
σ = cT η − gξ,
σ̇ = γT − qϕ(σ) · ψ(ν),

(7)

where ρ = diag(ρ1, ..., ρs), c, g, q, γ are constant.
Consider the case when the load is positional, i.e.

ν = 1− cξ signσ. (8)

For system (7), we construct the Lyapunov function as follows

V = ηTHη +
1

2
ηTLη +

σ∫
0

ϕ(σ) · ψ(ν)dσ. (9)

Here H =
∥∥∥ lilj
ρi + ρj

∥∥∥s
1
, li, lj are real numbers and L = diag‖L1, ..., Ls)‖ > 0.

The condition for V to be definitely positive when the function ξ 6= 0 is always
satisfied, i.e. when the actuator is running. We find the total derivative of the functi-
on V with respect to the variable t by virtue of system (7).

−V̇ =
[
H̃η +

√
qϕ(σ) · ψ(ν)

]2
+ ηT ρLη −

[ σ∫
0

∂ψ

∂ξ
· ϕ(σ)dσ

]
ϕ(σ) · ψ(ν) > 0. (10)

where H̃ = diag(l1, ...ls), ρ is also diagonal matrix, in order to have −V̇ > 0 it is
enough to fulfill the following equality:
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L+ 2
√
qH̃ϕψ + 2H + γ = 0, γ = diag(γ1, ..., γs). (11)

It should be noted that the last sum of derivative (10) will have a positive sign,
for any σ 6= 0 , i.e. ∂ψ

∂ξ
< 0 if σ > 0 and ∂ψ

∂ξ
> 0 if σ < 0 . Therefore, when the

actuator is running, −V̇ > 0 is executed.

Theorem. If the Erugin function is linear with respect to ω , the nonlinearity ϕ(σ)
satisfies condition (2), the function ψ(ν) is determined by formula (5),(8), there are
H̃ = diag(l1, ...ls), L = diag‖L1, ..., Ls)‖ > 0 then in order for the program manifold
of the automatic system of indirect control, taking into account the external load was
absolutely stable with respect to the vector function ω, it suffices to satisfy equalities
(11).
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Органiзацiя роботи з учнями на уроках математики з метою
подолання освiтнiх прогалин
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Тривала пандемiя COVID-19 та повномасштабна воєнна агресiя на терито-
рiї нашої держави вплинули абсолютно на всi сфери людської дiяльностi. Не
оминули вони i освiту. На жаль вже протягом тривалого часу i в даний перiод
учнi не мають можливостi навчатися у звичному для них ритмi. Зрозумiло, що
цi причини призвели до того, що майже у кожного школяра вiд початкiвця до
випускника є теми, якi засвоєнi ним на недостатньо високому рiвнi, а подекуди
залишаються зовсiм незрозумiлими.

З огляду на це перед кожним освiтянином постає питання як допомогти
своїм учням здолати тi недолiки при вивченнi певних тем, якi заважають їм
рухатися вперед, вибудовуючи власну освiтню траєкторiю. Що ж потрiбно зро-
бити для того, щоби освiтнi прогалини учнiв з часом не перетворилися на освiтнi
втрати та не стали справжньою проблемою як для самих школярiв та їх сiмей
так i для держави вцiлому?

Щоби мати можливiсть досягнення мети подолання освiтнiх прогалин на
уроках математики вчитель повинен пiдiбрати такi форми i методи роботи з
учнями, якi би сприяли не тiльки засвоєнню нових навчальних тем, а i до-
помагали формувати мiцнi знання з тем, якi передували зазначенiй, а також
формувати в учнiв стiйку мотивацiю на шляху подолання недолiкiв у вивченнi
окремих тем або i цiлих роздiлiв.

Серед ефективних методiв, що дозволяють активiзувати розумову дiяль-
нiсть учнiв рiзного вiку на уроках математики та сприяють повторенню ранiше
вивченого, зокрема можна запропонувати використання усних обчислень. До-
цiльним є впроваджувати хвилинок усного рахунку на рiзних етапах уроку. Цi
обчислення можуть бути як пов’язанi з темою, що вивчається в цей перiод, так
i включати в себе повторення матерiалу будь-якого роздiлу, якщо вчителем ви-
явлено недолiки при його засвоєннi. Найпростiшим прикладом органiзацiї усно-
го рахунку на уроцi, є ланцюжки обчислень. Для того, щоби спонукати учнiв
до виконання обчислень усно можна використовувати iгровi методи: естафети,
змагання, вiкторини та багато iнших.

Ефективним та сучасним методом при роботi на уроках є завдання у тесто-
вiй формi, якi учнi виконують за допомогою QR-кодiв на власних телефонах чи
планшетах та дають можливiсть вчителю отримати оперативний зворотнiй зв’я-
зок.За допомогою цього метода можна швидко дiагностувати рiвень засвоєння
певної теми, що вивчалась минулого року, а пiсля виконання завдань протягом
уроку порiвняти чи покращився цей рiвень або визначити, що ця тема потребує
ще додаткового опрацювання.

Серед методiв, якi дають можливiсть вчителю швидко i ефективно органi-
зувати повторення певної теми, яка потребує додаткової уваги учнiв, є так званi
ментальнi карти. Для подолання освiтнiх прогалин доцiльно використовувати
ментальнi карти декiлькох видiв в залежностi вiд того, яку мету переслiдує
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вчитель. Такi карти можуть мiстити стислу iнформацiю по цiлому роздiлу або
навпаки давати певнi пiдказки для вивчення конкретної теми пiд час уроку.

В залежностi вiд рiвня пiдготовки учнiв можна надати дiтям таку карту
знань, розроблену вчителем або запропонувати частково заповнити прогалини
чи навiть створити власну карту знань, працюючi в парах або малих групах.
Пiсля завершення роботи по створенню карт знань учнi можуть запропонува-
ти однокласникам з iнших груп обрати найбiльш ефективну або скористатися
створеними картами на уроцi пiд час повторення ранiше вивчених тем.

При органiзацiї навчання велику увагу слiд звернути на груповi форми ро-
боти. Як показує свiтовий досвiд та науковi дослiдження найефективнiше та
з бiльшою охотою учнi здобувають знання, умiння та навички комунiкуючи у
малих групах (3-5 учнiв). Працюючи в командi учнi усвiдомлюють свою ва-
жливiсть та вiдчувають свою вiдповiдальнiсть за успiх виконання завдання, а
матерiал донесений однолiтком сприймається легко та якiсно.

Отже, використання елементiв STEM-освiти, зокрема, методу проектiв є
ефективним засобом для подолання прогалин, оскiльки мотивує учнiв до здо-
буття знань у тiсному зв’язку з реальними життєвими задачами, формує специ-
фiчнi умiння та навички для творчої самореалiзацiї учнiв та їх iнтелектуальних
здiбностей.

1. Навчальнi втрати: причини, наслiдки й шляхи подолання.
https://osvita.ua/school/88921/(дата звернення 31.08.2023).
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Використання LATEX для пiдготовки дисертацiй в Українi
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Доктор Барбарус допоможе

Iнститут математики Нацiональної академiї наук України

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня— це документ великого обсягу,
який має розгалужену структуру, мiстить список використаних джерел, має де-
якi специфiчнi структурнi елементи (наприклад, титульний аркуш чи анотацiя
зi спецiальним оформленням). Залежно вiд спецiальностi може мiстити значну
кiлькiсть математичних формул, теорем, iлюстрацiй чи таблиць. А також в ди-
сертацiї iстотно використовуються посилання на структурнi частини дисертацiї,
формули, iлюстрацiї, таблицi, джерела в списку лiтератури тощо.

Система пiдготовки документiв LATEX, що ґрунтується на системi комп’ю-
терної верстки TEX, може бути ефективним iнструментом для роботи, зокрема,
i з дисертацiями.

У доповiдi представлено набiр LATEX-класiв vakthesis, якi забезпечують оформ-
лення дисертацiї вiдповiдно до вимог, затверджених Мiнiстерством освiти i нау-
ки України 2017 року, [1] (а також попереднiх вимог Вищої атестацiйної комiсiї):
• оформлення титульного аркуша дисертацiї (обкладинки автореферату ди-

сертацiї),
• пiдтримка анотацiї i списку ключових слiв двома мовами,
• оформлення заголовкiв роздiлiв, пiдроздiлiв, пунктiв, пiдпунктiв, а також

додаткiв,
• нумерацiя сторiнок, роздiлiв (пiдроздiлiв, пунктiв, пiдпунктiв), iлюстрацiй,

таблиць, формул тощо,
• оформлення пiдписiв до iлюстрацiй i таблиць,
• оформлення теорем, лем, означень тощо,
• оформлення списку використаних джерел,
• повтор списку публiкацiй здобувача з анотацiї у списку використаних дже-

рел i в додатку,
• повтор вiдомостей про апробацiю зi вступу в додатку,
• окремi модулi, якi забезпечують специфiчнi вимоги деяких установ до оформ-

лення дисертацiї,
• оформлення автореферату дисертацiї.

LATEX-класи з набору vakthesis уже використовувалися для пiдготовки ди-
сертацiй з рiзноманiтних галузей науки: бiологiя, iнформатика, математика,
фiзика. Кiлька прикладiв розглядається в доповiдi.

За весь час вiд 2003 року, коли вийшла перша версiя vakthesis, накопичилося
чимало критичних проблем. Найважливiшi з них:
1. Цей набiр класiв нинi складається з двох окремих модулiв: vakthesis призна-

чений для оформлення дисертацiй згiдно з традицiйними вимогами ВАК,
а mon2017dev — згiдно iз сучасними вимогами МОН.
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Таке роздiлення, з одного боку, забезпечує стабiльнiсть i цiлiснiсть класiв
vakthesis, але, з iншого боку, тепер створює додатковi труднощi для кори-
стувачiв i розробникiв.

2. Цей програмний засiб, взагалi кажучи, несумiсний з кодуванням UTF-8,
яке є стандартним у сучасному свiтi.
Для розв’язання накопичених проблем заплановано:

1. Об’єднати традицiйний i сучасний модулi зi збереженням сумiсностi.
2. Забезпечити повну сумiснiсть vakthesis з UTF-8.
3. Покращити документацiю i зробити її зрозумiлiшою i кориснiшою для ко-

ристувачiв (зокрема, доступнiшою для недосвiдчених користувачiв LATEX).
4. Завантажити на Comprehensive TEX Archive Network (CTAN), звiдки vakthesis

потрапить до головних дистрибутивiв TEX.
5. Використовувати систему керування версiями i вiдповiднi вебсервiси, щоб

полегшити доступ до коду для незалежних розробникiв.
Поточний стан проєкту, деякi вiдомi проблеми й план розробки детально

описано в статтi [2]. Ознайомитися з vakthesis можна на сторiнцi [3].
Цю роботу частково пiдтримано грантом TEX Users Group.

1. Про затвердження Вимог до оформлення дисертацiї: Наказ; МОН України
вiд 12.01.2017 № 40 // База даних «Законодавство України» / Верховна
Рада України. URL: https://zakon.rada.gov.ua/go/z0155-17 (дата звер-
нення: 24.08.2023).

2. Baranovskyi O. LATEX classes for doctoral theses in Ukraine: Interesting
tips and painful problems // TUGboat. – 2022. – 43, No. 2. – P. 176–181.
doi:10.47397/tb/43-2/tb134baranovskyi-vakthesis.

3. Поточна сторiнка проєкту vakthesis. URL: https://www.imath.kiev.ua/
˜baranovskyi/tex/vakthesis/ (дата звернення: 24.08.2023).
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Програмний комплекс моделювання диференцiальної гри
переслiдування
Бардан Андрiй

bardan.andrii@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Теорiя диференцiальних iгор це роздiл теорiї керування, який вивчає взає-
модiю двох або бiльше об’єктiв або груп, в умовах конфлiкту. Такi задачi вини-
кають, наприклад, у вiйськовiй справi, коли потрiбно знищити ворожий об’єкт,
якому властиве певне керування.

Навчальнi курси з диференцiальних iгор викладаються у ЗВО України,
зокрема такий курс у 2011 роцi запровадив на кафедрi прикладної математики
та iнформацiйних технологiй академiк А.О. Чикрiй. Теоретичний матерiал, що
стосується диференцiальних iгор, викладений в матерiалах Р. Айзекса [1], А. О.
Чикрiя [2] та iнших працях. Важливо також продемонструвати процес «пере-
слiдувач» - «втiкач» у динамiцi, як без фазових обмежень, так i за їх наявностi.
Для вирiшення цiєї задачi розроблено програмний комплекс, який дозволяє змо-
делювати процес диференцiальних iгор з можливiстю змiнювати вхiднi данi та
порiвнювати вихiднi результати. Додаток розроблений за допомогою iгрового
рушiя Unity на мовi програмування C Sharp.

Рис 1.Вигляд розробленого програмного додатку

В основi диференцiальних iгор лежить процес переслiдування, який вiдбу-
вається мiж двома групами ворожих один до одного об’єктiв: переслiдувачами
та втiкачами. Кожен з об’єктiв може мати одну з цiлей, яка властива групi, до
якої вiн належить. Типовою цiллю для переслiдувача є знищення усiх втiкачiв.
Цiллю втiкача - є уникнути знищення або, принаймнi, вiдтягнути момент успiху
переслiдувача на максимально можливий час.

Розроблений програмний додаток дозволяє змоделювати хiд диференцiаль-
ної гри мiж двома об’єктами, один з яких переслiдувач, а iнший - втiкач. У ролi
переслiдувача виступає модель винищувача «General Dynamics F-16 Fighting
Falcon», а в ролi втiкача модель гелiкоптера «AgustaWestland AW101» (рис. 1).

Комплекс дозволяє змоделювати наступнi ситуацiї:
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1. звичайна гра - завершується перемогою переслiдувачiв, якщо всi втiкачi
знищенi,

2. обмежена в часi гра - завершується перемогою втiкачiв, якщо заданий час
гри вичерпаний, або перемогою переслiдувачiв, якщо всi втiкачi знищенi,

3. втеча в безпечну зону – завершується перемогою втiкачiв, якщо вони до-
сягли безпечної областi, або перемогою переслiдувачiв, якщо всi втiкачi
знищенi.
На початку гри, користувач має можливiсть задати вхiднi параметри для

кожного з об’єктiв, а саме, початкову позицiю (координати х та у), швидкiсть
(в межах вiд 0.1 до 2), обрати один з доступних способiв керування. Швидкiсть
також можна змiнити безпосередньо пiд час процесу моделювання (рис. 2).

Рис 2. Користувацький iнтерфейс для змiни вхiдних параметрiв

Можливi варiанти керування вiдрiзняються для переслiдувача та втiкача. У
випадку переслiдувача доступнi такi керування: просте переслiдування (погон-
на крива), паралельне переслiдування.

Для втiкача доступнi: рух вiд втiкача (втiкач обирає керування таким чином,
щоб на кожному кроцi його вiдстань вiд переслiдувача збiльшувалась), рух
в заданому напрямку (втiкач рухається в одному заданому напрямку), рух у
найкоротшому напрямку до безпечної областi.

В залежностi вiд обраних користувачем налаштувань, додаток передбачає
декiлька варiантiв закiнчення гри:
1. перемога переслiдувача
2. перемога втiкача:

(a) вийшов час переслiдування
(b) переслiдувач досягнув безпечної областi
Пiсля закiнчення гри, користувачевi доступна iнформацiя про результати

гри, яка мiстить: час закiнчення гри (у секундах), iнформацiю про переможця,
причину закiнчення гри, довжину пройденої вiдстанi кожного з гравцiв. Також
на екранi вiдображається пройдена траєкторiя руху обох гравцiв. Володiючи
цiєю iнформацiю користувач може аналiзувати, як впливають рiзнi вхiднi данi
на хiд та результат гри (рис. 3).

Програмний комплекс є безкоштовним та доступний онлайн за посиланням
- https://play.unity.com/mg/other/differentialgameswebgl-build. Для робити он-
лайн вимагається постiйний доступ до мережi iнтернет. Також можливо заван-
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тажити офлайн збiрку для операцiйної системи Windows за наступним посилан-
ням - https://github.com/blekoni/differential-games. Для її запуску рекомендова-
но сучасний персональний або портативний комп’ютер з графiчним адаптером.

Рис 3. Гра завершена. Екран результатiв

Висновок: створений програмний комплекс дозволяє змоделювати процес
диференцiальної гри мiж переслiдувачем i втiкачем. У користувача є можли-
вiсть задати рiзнi вхiднi данi та порiвнювати отриманi результати гри. Такий
програмний комплекс можна використовувати як iнструмент для демонстрацiї
студентам процесу диференцiальних iгор при вивченнi вiдповiдних курсiв.

1. Isaacs R. Differential Games: A Mathematical Theory with Applications to
Warfare and Pursuit, Control and Optimization. Dover Publications, 1999.
416 p.

2. Chikrii A. A. Conflict Controlled Processes. Boston : Springer Science and
Business media, 1997. 404 p.
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Синтез обмежених керувань для нелiнiйних систем зi
степеневою головною частиною

Бебiя Максим

m.bebiya@karazin.ua
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна

Розглянемо задачу синтезу обмежених керувань для нелiнiйної некерованої
за першим наближенням системи. А саме, розглянемо систему вигляду

ẋ1 = u, |u(x)| ≤ d,
ẋ2 = c1x

2k1+1
1 + f1(t, x, u),

ẋ3 = c2x
2k2+1
2 + f2(t, x, u),

(1)

де u ∈ R – керування, d > 0 – задане число, ki = pi
qi

(pi > 0 – цiлi числа, qi > 0

– непарнi числа, i = 1, 2), ci 6= 0 (i = 1, 2) – дiйснi числа, fi(t, x, u) (i = 1, 2) –
неперервнi дiйснi функцiї i fi(t, 0, 0) = 0 для всiх t ≥ 0.

Наша задача полягає у побудовi класу обмежених керувань, таких що для
будь-якої початкової точки x0 ∈ U(0) розв’язок x(t, x0) вiдповiдної замкнутої
системи є коректно визначеним i потрапляє в 0 за скiнченний час T (x0) < +∞.
Тобто limt→T (x0) x(t, x0) = 0.

Задачу стабiлiзацiї таких систем у n–вимiрному випадку було дослiджено в
роботах [1], [2]. Задачу синтезу для випадку fi(t, x, u) = 0 (i = 1, 2) i k1 = 0,
k2 > 0 розв’язано у [3]. Запропонований у [3] пiдхiд до побудови керувань у n–
вимiрному випадку для систем з однiєю степеневою нелiнiйнiстю ґрунтується
на методi функцiї керованостi [4]. При деяких додаткових умовах на зростання
функцiй fi(t, x, u) ми розвиваємо цей пiдхiд для побудови класу керувань u =
u(x), що стабiлiзують систему (1) за скiнченний час. Ми також будуємо клас
функцiй керованостi θ(x), таких що нерiвнiсть

θ̇(x) ≤ −βθ1− 1
α (x)

виконується для деяких α ≥ 1, β > 0. Остання нерiвнiсть гарантує, що тра-
єкторiя замкнутої системи переводить довiльну початкову точку x0 ∈ U(0) у
початок координат за скiнченний час T (x0).

Функцiю керованостi θ(x) для x ∈ Rn \ {0} визначимо як єдиний додатний
корiнь рiвняння

2a0θ
2m = (FD(θ)x,D(θ)x), (2)

де a0 > 0 – фiксоване число, F – деяка додатно визначена матриця. D(θ) =
diag

(
θm−1, θm−2k1−2, 1

)
– дiагональна n×n-матриця, m = (2k2 + 1)(2k1 + 2) + 1.

Покладемо θ(0) = 0.
Керування шукаємо у виглядi

u(x) =
1

θm(x)
(a,D(θ(x))x) + a4

x2k1+1
1

θ2k1+1(x)
+ a5

x2k2+1
2

θm−1(x)
, (3)

де a = (a1, a2, a3)∗.
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Розглянемо матрицю

A =

 a1 a2 a3

0 0 0
0 0 0

 .

Виберемо ai < 0, i = 1, 2, 3 довiльним чином. Нехай симетрична матриця F =
{fij}ni,j=1 є довiльним додатно визначеним розв’язком сингулярної матричної
нерiвностi Ляпунова A∗F + FA ≤ 0, яку дослiджено у [1]. Покладемо

a4 = −a1

a2

f22

f11
< 0, a5 = −a1

a3

f33

f11
< 0, f23 =

a3

a2
f22 > 0.

Лема. Нехай a0 є додатнiм розв’язком нерiвностi

2a0

λmin(F )

(
‖a‖ − a4

(
2a0

λmin(F )

)k1

− a5

(
2a0

λmin(F )

)k2
)2

≤ d2, (4)

де λmin – мiнiмальне власне значення матрицi F . Тодi керування вигляду (3)
задовольняє обмеження |u| ≤ d.

В роботi доведено iснування такої константи β > 0, що похiдна функцiї
керованостi в силу системи (1) при u = u(x) вигляду (3) задовольняє нерiвнiсть

θ̇(x) ≤ −β

у деякому околi Q початку координат.
Остання нерiвнiсть згiдно з методом функцiї керованостi [4] гарантує потра-

пляння траєкторiй замкнутої керуванням (3) системи (1) iз довiльної точки x0 ∈
Q у початок координат за скiнченний час T (x0). Бiльше того, T (x0) ≤ 1

β
θ(x0).

Позначимо через a∗0 розв’язок нерiвностi (4). Тодi вибiр константи a0 > 0 з умо-
ви 0 < a0 ≤ a∗0 гарантуватиме виконання обмеження на керування ‖u(x)‖ ≤ d.

1. M.O. Bebiya and V.I. Korobov. On Stabilization Problem for Nonlinear Systems
with Power Principal Part // Journal of Mathematical Physics, Analysis,
Geometry – 2016. – 12, No. 2. – P. 113–133.

2. V.I. Korobov and M.O. Bebiya. Stabilization of one class of nonlinear systems
// Automation and Remote Сontrol – 2017. – 78, No. 1. – P. 1–15.

3. M.O. Bebiya. Global synthesis of bounded controls for systems with power
nonlinearity // Visnyk of V.N. Karazin Kharkiv National University, Ser.
Mathematics, Applied Mathematics and Mechanics – 81. – P. 36–51.

4. V.I. Korobov. A genaral approach to the solution of the bounded control
synthesis problem in a contollability problem. // Math USSR Sb., – 37, P. 535–
557.
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ω−граничнi множини iмпульсної динамiчної системи
для гiперболiчної еволюцiйної задачi

Безущак Дмитро, Капустян Дмитро,
Сукретна Анна, Федоренко Юлiя

bezushchak@gmail.com, dimonkapus@gmail.com, sukretna.a.v@knu.ua,
juliamfed@gmail.com

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Дослiдження присвячене важливому класу еволюцiйних систем, що характе-
ризуються наявнiстю iмпульсних збурень при досягненнi траєкторiєю системи
фiксованої пiдмножини в фазовому просторi. Cистематичне вивчення таких си-
стем розпочалося порiвняно недавно i було сфокусовано здебiльшого на скiн-
ченновимiрний випадок [1]. Для нескiнченновимiрних iмпульсних динамiчних
систем в основному розглядалась ситуацiя, коли iмпульсному збуренню пiдда-
валась лише скiнченна кiлькiсть координат фазового вектору.

У роботi дослiджується якiсна поведiнка еволюцiйної задачi, що складається
з гiперболiчного дисипативного рiвняння, траєкторiї якого зазнають миттєвої
змiни при досягненнi енергетичним функцiоналом певного порогового значен-
ня. Новизною даного дослiдження є те, що ми розглядаємо випадок, коли весь
нескiнченновимiрний фазовий вектор зазнає iмпульсного збурення. При досить
загальних умовах на параметри задачi доведено, що така задача породжує iм-
пульсну динамiчну систему в природньому фазовому просторi, а її траєкторiї
мають непорожнi компактнi ω−граничнi множини.

Нехай задано трiйку гiльбертових просторiв V ⊂ H ⊂ V ∗ з компактними
щiльними вкладеннями, ‖·‖, (·, ·) є нормою та скалярним добутком у H, A : V →
V ∗ — лiнiйний, неперервний, самоспряжений, коерцитивний оператор, ‖u‖V :=

〈A
1
2 u, u〉 — норма в V, 〈·, ·〉 — скалярний добуток у V.
Розглянемо еволюцiйну задачi

d2y

dt2
+ 2β

dy

dt
+Ay = 0,

y|t=0 = y0 ∈ V,
yt|t=0 = y1 ∈ V.

(1)

Введемо функцiонал Ψ : X → R+, який для z =

(
u
v

)
∈ X визначається

за правилом
Ψ(z) = ‖z‖2X = ‖u‖2V + ‖v‖2. (2)

Iмпульсна задача формулюється наступним чином: якщо в деякий момент

часу t > 0 на розв’язку z =

(
y
yt

)
задачi (1) функцiонал (2) досягає значення

Ψ0, то система миттєво переходить у нове положення

z+ = Iz := ϕ(z) + α, (3)

де вiдображення I : M → X, визначене на замкненiй множинi

M =
{
z ∈ X : Ψ(z) = Ψ0

}
,
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α ∈ X, ϕ : X → X заданi.
Зазначимо, що постановка (3) є природньою у багатьох механiчних задачах,

що характеризуються, наприклад, миттєвою змiною швидкостi.
Задача (1) у фазовому просторi X = V ×H породжує неперервну напiвгрупу

G : R+×X → X, а саме вiдображення G, яке для z0 =

(
y0

y1

)
∈ X визначається

рiвнiстю

G(t, z0) = z(t) =

(
y(t)
yt(t)

)
=

= e−βt
∞∑
j=1

 (y0, ϕj) cosωjt+
(
β(y0, ϕj) + (y1, ϕj)

) 1

ωj
sinωjt

(y1, ϕj) cosωjt−
(
λ2
j (y0, ϕj) + β(y1, ϕj)

) 1

ωj
sinωjt

 , (4)

де ωj =
√
λ2
j − β2, {λj}∞j=1, {ϕj}∞j=1 – розв’язки спектральної задачi

Aϕj = λjϕj , j ≥ 1,

{ϕj}∞j=1 – ортонормований базис у H, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , λj → +∞, j → ∞,
без обмеження загальностi будемо вважати, що λ1 > β.

При виконаннi умов
M
⋂
IM = ∅; (5)

∀ z ∈M ∃ τ = τ(z) > 0 ∀ t ∈ (0, τ) : G(t, z) /∈M (6)

вiдомо [2], що якщо для z ∈ X

M+(z) :=
( ⋃
t>0

G(t, z)
)⋂

M 6= ∅,

то iснує s̃ := s̃(z) > 0 таке, що

∀ t ∈ (0, s̃) : G(t, z) /∈M, G(s̃, z) ∈M. (7)

Використовуючи введенi позначення z+, M+(z), s̃, побудуємо iмпульсну тра-
єкторiю G̃(·, z0) що стартує з точки z0 ∈ X наступним чином:
• якщо M+(z0) = ∅, то G̃(t, z0) = G(t, z0), t ≥ 0;

• якщо M+(z0) 6= ∅, то для s0 := s̃(z0) позначимо z1 := G(s0, z0), тодi

G̃(t, z0) =

{
G(t, z0), t ∈ [0, s0),
z+

1 , t = s0;

• якщо M+(z+
1 ) = ∅, то G̃(t, z0) = G(t− s0, z

+
1 ), t ≥ s0;

• якщо M+(z+
1 ) 6= ∅, то для s1 := s̃(z+

1 ) позначимо z1 := G(s1, z
+
1 ), тодi

G̃(t, z0) =

{
G(t− s0, z

+
1 ), t ∈ [s0, s0 + s1),

z+
2 , t = s0 + s1;
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i так далi.
Продовжуючи цей процес ми отримаємо скiнченну або нескiнченну кiлькiсть

iмпульсних точок

z+
n+1 = IG(sn, z

+
n ), z+

0 := z0, n ≥ 0;

i вiдповiдну послiдовнiсть моментiв часу

Tn+1 :=

n∑
k=0

sk, T0 := 0, n ≥ 0.

При цьому G̃ задається формулою

G̃(t, z0) =

{
G(t− Tn, z+

n ), t ∈ [Tn, Tn+1),
z+
n+1, t = Tn+1.

(8)

Слiд зауважити, що в такiй системi можуть бути "ефекти биття" або "Zeno" -
режими, коли моменти iмпульсної дiї вiдбуваються настiльки часто, що трає-
кторiя (8) руйнується за скiнченний час.

Оскiльки нас цiкавить поведiнка (8) при t→∞, то будемо вважати, що:

для кожного z0 ∈ X або iмпульсних точок немає,
або їх скiнченна кiлькiсть, або Tn →∞, n→∞.

(9)

Умова (9) гарантує, що для довiльного z0 ∈ X функцiя t 7→ G̃(t, z0) визна-
чена на [0,+∞).

Вiдображення G̃ : R+ × X → X побудоване вище називається iмпульсною
динамiчною системою.

Теорема. Припустимо, що для задачi (1) – (3) виконується умова

‖ϕ(z)‖X ≤ ‖z‖X , Ψ0 <
1

4
‖α‖2X . (10)

Тодi задача (1) – (3) породжує iмпульсну динамiчну систему G̃, причому ко-
жна iмпульсна траєкторiя має нескiнченну кiлькiсть iмпульсних точок.

Якщо, крiм того, виконуються умови

1√
λ1

<
1

8β
ln

(
‖α‖2X
2Ψ0

− 1

)
;

ϕ : M → X – компактне вiдображення.

то ω-гранична множина iмпульсної динамiчної системи G̃

ω̃(z0) =
{
ξ ∈ X

∣∣∣ ∃{tn}∞n=1 : tn ↗∞, ξ = lim
n→∞

G̃(tn, z0)
}

для кожного z0 ∈ X є непорожнiм компактом i вiрне граничне спiввiдноше-
ння

distX
(
G̃(t, z0), ω̃(z0)

)
→ 0, t→∞.
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Зауважимо, що умову компактностi вiдображення ϕ : M → X можна замi-
нити на умову iснування границi lim

k→∞
sk.

1. Samoilenko A. M., Perestyuk N. A. Impulsive differential equations. – Singa-
pore: World Sci., 1995. – 462 p.

2. Капустян О.В., Перестюк М.О. Глобальнi атрактори iмпульсних нескiнчен-
новимiрних систем // Укр. Мат. Журн. – 2016. – т. 68, No 4. – С. 517 – 528.
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Основнi акценти викладання математики та iнформатики в 5-9
класах Нової української школи

Бирка Марiан, Чепишко Олеся
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Спаська фiлiя I-II ст. Михальчанського лiцею

Викладання математики та iнформатики у сучаснiй базовiй середнiй освi-
тi вiдбувається вiдповiдно до нового Державного стандарту базової середньої
освiти (математична та iнформатична освiтнi галузi) [2]. Зазначений норматив-
ний документ не тiльки детермiнує нову мету, завдання, змiст, форми i методи
викладання, а й змiнює акценти дiяльностi вчителя на бiльш важливi для на-
лежної пiдготовки особистостi до подальшого життя.

Примiром, метою математичної освiтньої галузi є розвиток особистостi учня
через формування математичної компетентностi у взаємозв’язку з iншими клю-
човими компетентностями для успiшної освiтньої та подальшої професiйної дi-
яльностi впродовж життя, що передбачає засвоєння системи знань, удосконале-
ння вмiння розв’язувати математичнi та практичнi задачi; розвиток логiчного
мислення та психiчних властивостей особистостi; розумiння можливостей засто-
сування математики в особистому та суспiльному життi, а метою iнформатичної
освiтньої галузi є розвиток особистостi учня, здатного використовувати цифровi
iнструменти i технологiї для розв’язання проблем, розвитку, творчого самови-
раження, забезпечення власного i суспiльного добробуту, здатного критично
мислити, безпечно та вiдповiдально дiяти в iнформацiйному суспiльствi [3]. Як
бачимо, i математична, i iнформатична освiтня галузi спрямованi на формува-
ння ключових компетентностей учнiв, при цьому, вони тiсно переплетенi мiж
собою, адже спрямованi на осмислення важливостi застосування математики
та iнформатики в особистому i суспiльному життi в iнформацiйну епоху.

Для досягнення мети обидвох освiтнiх галузей вважаємо за необхiдне ви-
окремити три основнi акценти важливi для викладання математики та iнфор-
матики в 5-9 класах Нової української школи.

Так, найважливiшим завданням вчителя у ходi викладання математики та
iнформатики в 5-9 класах Нової української школи є формування в учнiв по-
зитивного ставлення, що зумовлено виокремленням в Державному стандартi
базової середньої освiти [3] разом iз знаннями та вмiннями нового критерiю оцi-
нювання навчальних досягнень учнiв - "ставлення". Крiм цього, формування в
учнiв позитивного ставлення до цих предметiв є передумовою до появи, фор-
мування та розвитку в них iнших важливих ставлень, зокрема: позитивного
ставлення до навчання, а також позитивного ставлення до працi. Також вiдмi-
тимо, що позитивне ставлення може набути форми "любовi до математики та
iнформатикищо залишиться з учнями на все їх життя.

Другим акцентом є формування вчителем математики та iнформатики ви-
значених Державним стандартом базової середньої освiти 11 наскрiзних вмiнь,
а саме: 1) читати з розумiнням; 2) висловлювати власну думку усно i письмово;
3) критично та системно мислити; 4) здатнiсть логiчно обґрунтовувати позицiю;
5) здатнiсть дiяти творчо; 6) виявляти iнiцiативу; 7) конструктивно керувати
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емоцiями; 8) оцiнювати ризики; 9) приймати рiшення; 10) розв’язувати пробле-
ми; 11) спiвпрацювати з iншими [2]. При цьому, вiдмiтимо, що наскрiзнi вмiння
є спiльними для всiх ключових компетентностей, адже розвивають в учнiв зда-
тнiсть застосовувати отриманi знання при вирiшеннi реальних життєвих ситу-
ацiй.

Третiм акцентом, на який необхiдно звернути увагу у ходi викладання мате-
матики та iнформатики в 5-9 класах Нової української школи необхiднiсть ро-
зумiння розподiлення вiдповiдальностi за результати навчання мiж усiма уча-
сниками освiтнього процесу. У цьому контекстi, як зазначають М. Бирка, В.
Лучко та Г. Перун у дослiдженнi основних ризикiв та викликiв, якi несе ре-
форма "Нова українська школа"для вчителiв на рiвнi базової середньої освiти,
"для сучасної української шкiльної освiти i виховання панiвною є думка, що
кожен педагог несе повну вiдповiдальнiсть за якiсть навчання i освiтнi дося-
гнення учнiв. Проте новий Державний стандарт базової середньої освiти, як i
Концепцiя Нової української школи, акцентують увагу на тому, що вiдповiд-
альнiсть за результати навчання несуть всi учасники цього процесу - не тiльки
вчителi, а й учнi та їх батьки"[1, с. 52-53]. При цьому автори визначили, що
вiдповiдальнiсть за результати навчання доцiльно розподiлити наступним чи-
ном: вчитель - 40%, учень/учениця - 30%, його/її батьки - 30%. Таке бачення
вiдповiдає основному концептуальному положенню Нової української школи, а
саме педагогiки партнерства.

Таким чином, у дослiдженнi нами означено три основнi акценти важливi
для викладання математики та iнформатики в 5-9 класах Нової української
школи, а саме: формування в учнiв позитивного ставлення до математики та
iнформатики, формування в них наскрiзних умiнь, а також розумiння всiма
учасниками освiтнього процесу своєї вiдповiдальностi за результати навчання.

1. Бирка М. Ф., Лучко В. М., Перун Г. М. Реформа "Нова українська шко-
ла"на рiвнi базової середньої освiти: основнi ризики та виклики для вчите-
лiв. Педагогiка формування творчої особистостi у вищiй i загальноосвiтнiй
школах. 2022. Вип. 85. С. 50-57.

2. Державний стандарт базової середньої освiти. Постанова КМУ № 898 вiд
30.09.2020 року. URL: http://surl.li/kenu.

3. Про iнструктивно-методичнi рекомендацiї щодо викладання навчальних
предметiв/iнтегрованих курсiв у закладах загальної середньої освiти у
2023/2024 навчальному роцi. URL: http://surl.li/lapjf.
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У багатьох працях дослiджуються багаточастотнi системи рiвнянь вигляду

da

dτ
= X(τ, a, ϕ, ε),

dϕ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y (τ, a, ϕ, ε),

де ε – малий параметр, вектор-функцiї X i Y – 2π-перiодичнi за швидкими змiн-
ними ϕ1, . . . , ϕm i є сумами за степенями параметра ε. Дослiдженню широкого
класу таких систем методом усереднення i методом iнтегральних многовидiв
присвячена монографiя [1]. Метод усереднення за швидкими змiнними засто-
сований для дослiдження багаточастотних систем iз запiзненням аргументу i з
початковими, багатоточковими й iнтегральними умовами або їх комбiнацiями
у працях [2, 3, 4, 5] та iн.

У данiй роботi дослiджується система рiвнянь iз дiйсними степенями малого
параметра в рiвняннях для повiльних a i швидких ϕ змiнних вигляду

da

dτ
= εκ1X(τ, aΛ, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y (τ, aΛ, ϕΘ), (1)

де τ ∈ [0, L], κ > 0, κ1 ≥ 0, κ2 ≥ 0; a ∈ D ⊂ Rm, ϕ ∈ Tm, n,m ≥ 1; aΛ =
(aλ1 , . . . , aλp), ϕΘ = (ϕθ1 , . . . , ϕθq ), aλν (τ) = a(λντ), ϕθν (τ) = ϕ(θντ), 0 < λ1 <
· · · < λp ≤ 1, 0 < θ1 < · · · < θq ≤ 1.

Вiдповiдна (1) усереднена система за mq змiнними ϕθ1 , . . . , ϕθq набуває ви-
гляду

da

dτ
= εκ1X0(τ, aΛ), (2)

dϕ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y0(τ, aΛ). (3)

Якщо розв’язок a(τ ; y) рiвняння (2) iз початковою умовою a(0) = y знайде-
но, то знаходження розв’язку ϕ(τ ; y, ψ, ε), ϕ(0; y, ψ, ε) = ψ, зводиться до задачi
iнтегрування.

Вiдповiдний системi (1) осциляцiйний iнтеграл записується у виглядi

Ik(τ, ε) =

τ∫
0

fk(τ, ε) exp
( i

εκ

s∫
0

γk(z)dz
)
ds, (4)

де k = (k1, . . . , kq), ‖k‖ 6= 0, γk(τ) =
q∑
ν=1

θν(kν , ω(θντ)).

Умова резонансу в точцi τ ∈ [0, L] у системi (1) залежить вiд величини
запiзнень у швидких змiнних та задається рiвнiстю

γk(τ) = 0, k 6= 0. (5)
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При достатнiй гладкостi правих частин системи рiвнянь (1) i виконаннi умо-
ви

W [ω(θ1τ), . . . , ω(θqτ)] 6= 0, τ ∈ [0, L], (6)

де W – визначник Вронського за системою функцiй {ω(θ1τ), . . . , ω(θqτ)}, для
всiх τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε1] правильна оцiнка

‖Ik(τ, ε)‖ ≤ c1εα
(

sup ‖fk(τ, ε)‖+
1

‖k‖Θ
sup ‖dfk(τ, ε)

dτ
‖
)

(7)

де α = κ/mq, ε1 ≤ ε0, ‖k‖Θ =
q∑
ν=1

θν‖kν‖.

Встановлено iснування i єдинiсть розв’язку на вiдрiзку [0, L] системи рiвнянь
(1) iз початковими умовами (y, ψ). На пiдставi оцiнки (7) отримано для (τ, ε) ∈
[0, L]× (0, ε2] оцiнку похибки методу усереднення вигляду

εκ2‖a(τ ; y, ψ, ε)− a(τ ; y)‖+ εκ1‖ϕ(τ ; y, ψ, ε)− ϕ(τ ; y, ψ, ε)‖ ≤ c2εα+κ1+κ2 ,

де c2 > 0 i не залежить вiд ε.
Якщо κ1 = κ2 = κ − 1 = 0, то оцiнка похибки методу усереднення має

порядок εα й одержана в [2].
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t) exp(R(y, y′)), (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), R : ∆Y0 ×∆Y1 →]0,+∞[
є неперервно диференцiйовною функцiєю, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — або промiжок
[y0
i , Yi[

1, або — ]Yi, y
0
i ]. Крiм того, будемо вважати, що функцiя R така, що

lim
(y0,y1)→(Y0,Y1)

(y0,y1)∈∆Y0
×∆Y1

R(y0, y1) = +∞, lim
yi→Yi
yi∈∆Yi

yiR
′(yi)

R(yi)
= γi, i = 0, 1. (2)

Прикладами функцiй, що задовольняють умову (2) можуть слугувати функцiї
виду |y|γ0 |y′|γ1 , |y|γ0 |y′|γ1 lnµ ||y|σ0 |y′|σ1 | та iншi при певних Y0, Y1 ∈ {0,∞}. У
роботах [1] та [2] дослiджувалися диференцiальнi рiвняння, що можуть мiстити
частиннi випадки рiвняння (1), але не мiстять вищезазначенi достатньо широкi
класи функцiй, якi зокрема потребуютьiстотних змiн методики дослiдження.

Розв’язок y, визначений на [t0, ω[⊂ [a, ω[, рiвняння (1) будемо називати
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (3)

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у
рiвняння (1) Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при t ↑
ω для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку у випадках λ0 ∈ R\{0, 1}.

Введемо наступнi необхiднi надалi позначення:

πω(t) =


t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞,
Φ0(y) =

y∫
Y0

exp(−R(τ, y′(t−1(τ))))dτ,

де t−1(y) є оберненою функцiєю для y(t),

Φ1(y) =

y∫
Y0

Φ0(τ)

τ
dτ, Z1 = lim

y→Y0
y∈∆Y0

Φ1(y), Ψ(y) =
Φ′1(y)

Φ1(y)
, J(t) =

I1(t)

I ′1(t)
,

I(t) = α0(λ0 − 1)

t∫
B0
ω

πω(τ)p(τ)dτ, I1(t) =

t∫
B1
ω

λ0I(τ)

(λ0 − 1)πω(τ)
dτ,

1При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо, що y0
i > 0 (y0

i < 0) вiдповiдно.
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границi iнтегрування B0
ω та B1

ω обираються так, щоб вiдповiднi iнтеграли пря-
мувати або до нуля, або до нескiнченностi.

Теорема. Нехай λ0 ∈ R\{0, 1} та γ0λ0 +γ1 6= 0. Тодi для iснування у рiвняння
(1) Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв необхiдно, а якщо I(t)I1(t)λ0 > 0 при t ∈]b, ω[, то
й достатньо виконання умов

πω(t)y0
1y

0
0λ0(λ0 − 1) > 0; πω(t)y0

1α0(λ0 − 1) > 0 при t ∈ [a;ω[,

y0
1 · lim

t↑ω
|πω(t)|

1
λ0−1 = Y1, lim

t↑ω
I1(t) = Z1,

lim
t↑ω

I ′′1 (t)I1(t)

(I ′1(t))2
= 1, lim

t↑ω

I ′1(t)πω(t)

Φ′1
(
Φ−1

1 (I1(t))
)

Φ−1
1 (I1(t))

=
λ0

λ0 − 1
,

lim
t↑ω

I ′1(t)I(t)Φ′0
(
Φ−1

1 (I1(t))
)

I ′(t)Φ0

(
Φ−1

1 (I1(t))
)

Φ′1
(
Φ−1

1 (I1(t))
) = 1,

lim
t↑ω

πω(t)J ′(t)

J(t)
=
λ0γ0 + γ1 − λ0 + 1

λ0 − 1
, lim

y→Y0
y∈∆Y0

yΨ′(y)

Ψ(y)
= γ0 +

γ1

λ0
− 1.

Бiльше того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω асимпто-
тичнi зображення

Φ1(y(t)) = I1(t)[1 + o(1)],
y′(t)Φ′1(y(t))

Φ1(y(t))
=
I ′1(t)

I1(t)
[1 + o(1)].

1. Evtukhov V., Chernikova A. Asymptotic of of Slowly Varying Solutions of Ordi-
nary Binomial Differential Equations of the SecondOrder with Rapidly Varyi-
ng Nonlinearity. – Journal of Mathematical Scieces. (2017) 2018. V.228, N 3.
pp. 207-225.

2. Чепок О.О. Асимптотичнi зображення правильно змiнних P?(Y0, Y1, ?0)-
розв’язкiв диференцiального рiвняння другого порядку, яке мiстить добу-
ток рiзного типу нелiнiйностей вiд невiдомої функцiї та її похiдної. Нелi-
нiйнi коливання, 2022, т. 25, №1 ISSN 1562-3076.
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Про спiвпрацю IT Cluster ”Chernivtsi IT Community” та IТ
освiти в регiонi

Бiлоскурський Руслан, Черевко Iгор, Шкiльнюк Дмитро

r.biloskurskyy@chnu.edu.ua, i.cherevko@chnu.edu.ua, dimonshk@gmail.com
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

В IT Cluster ”Chernivtsi IT Community” входять представники провiдних
IT компанiй регiону. Основна мета кластеру – розвиток IT галузi в регiонi,
створення вiдповiдної iнфраструктури в мiстi, робота над спiльними проєктами
[1]–[4].

Українська IТ-iндустрiя бурхливо розвивалась напередоднi повномасшта-
бного росiйського вторгнення. Iз початком активних бойових дiй iнтерес до
IТ-iндустрiї в українцiв не зник. Адже попри всi складнощi у 2022 роцi обсяг
експорту комп’ютерних послуг в Українi зрiс на 5,8% у порiвняннi з 2021 ро-
ком. IТ-iндустрiя забезпечила валютнi надходження до української економiки
в обсязi $7,35 млрд.

Iнновацiї та технологiї – саме те, чого потребує освiта сьогоднi. Свiт дуже ди-
намiчно розвивається, i завдання системи освiти – швидко знаходити ефектив-
нi вiдповiдi на виклики сьогодення. Пiд впливом нових технологiй, розвитку
штучного iнтелекту й автоматизацiї певних процесiв деякi ролi просто можуть
зникнути або трансформуватись. I до цього треба бути готовими. IТ-освiта не
тiльки здiйснюватиме пiдготовку початкiвцiв – вже наявнi спецiалiсти також
постiйно шукатимуть, як навчитись чогось нового.

Пiдготовка IТ-фахiвцiв має починатися зi школи. Однак ще 2021 роцi до-
слiдження за методологiєю PISA показали що у базових знаннях iз математики
вiдставання України вiд розвинених країн складає 12%. А зараз i поготiв: по-
вiтрянi тривоги та онлайн-режим не сприяють полiпшенню навчання.

За таких обставин перед системою освiти i науки України постали досi неба-
ченi виклики та загрози, якi, попри активнi бойовi дiї й агресiю рф, вимагають
оперативного реагування насамперед задля збереження життя всiх учасникiв
освiтнього процесу, реалiзацiї права на освiту з огляду на безпекову ситуацiю на
конкретнiй територiї, забезпечення безперервностi та рiвного доступу до освi-
тнiх послуг внутрiшньо перемiщених дiтей i дiтей-бiженцiв за кордоном, оцiню-
вання освiтнiх потреб.

IT Cluster ”Chernivtsi IT Community” докладає значних зусиль до популя-
ризацiя IТ галузi, пiдвищення рiвня IТ освiти в регiонi.

Шкiльна освiта:
- Mini Мудрик
- Онлайн академiя
- VR workshop
- IT KickStart
- Портал абiтурiєнта
- Спiвпраця з олiмпiадами
- Спiвпраця з МАН
Вища освiта:
- Лекцiї ”Find yourself in IT industry”
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- Мiкростажування у компанiях викладачiв ЗВО
- IТ практика
- IT снiданки
- Органiзацiя проєкту ”вiд студента до Джуна”
- Сертифiкацiя викладачiв ЗВО
- Дуальна освiта
Сьогоднi український сектор налiчує понад 300 тисяч спецiалiстiв. Серед

них 38% джунiорiв i лише 14% – сеньйорiв. За цими параметрами ми сильно
вiдстаємо вiд iнших країн (наприклад, в Польщi 46% сеньйорiв). Чому так ста-
лося? Дисбаланс спричинила тенденцiя минулих рокiв, коли компанiї активно
наймали студентiв других-третiх курсiв. Проте без фундаментальних базових
знань – з алгоритмiзацiї, прикладної математики, архiтектури, методiв оптимi-
зацiї тощо – зростати до рiвня сеньйор дуже складно. Виправити ситуацiю зараз
може напрямок неформальної освiти, який активно розвивається, зокрема i в
IT Cluster. Поєднання формальної та неформальної освiти дозволить створити
оптимальну еко-систему, де людина зможе отримати системнi знаннi та стати
якiсним спецiалiстом.

1. https://www.it-cluster.cv.ua/
2. https://www.youtube.com/watch?v=HKuyxqxT7IA
3. https://acc.cv.ua/news/chernivtsi/chernivecka-it-industriya-robota-v-umovah-

viyni- 86757
4. https://c4.com.ua/novyny/trimayut-ekonomichnij-front-yak-pracyuyut-it-

kompanii-v chernivcyax/
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Метод парних рiвнянь для дослiдження
напружено-деформованого стану цилiндра з трiщиною

Бобилєв Дмитро

dmytrobobyliev@gmail.com
Криворiзький державний педагогiчний унiверситет

В роботi [1] був дослiджений осесиметричний напружено-деформований стан
нескiнченного цилiндра, що мiстить дископодiбну трiщину. Бiчна поверхня ци-
лiндра вiльна вiд навантаження, а деформацiя симетрична вiдносно площини
трiщини. Розглянемо аналогiчний антисиметричний випадок i застосуємо метод
парних рiвнянь, щоб розв’язати задачу для будь-якого навантаження, яке дiє
на межу трiщини.

Постановка задачi. Розглянемо нескiнченний пружний цилiндр одинично-
го радiусу ρ 6 1,−∞ < x < ∞ ((ρ, φ, x) –цилiндричнi координати). Дископодi-
бна трiщина радiуса ε належить площинi x = 0. Напружено-деформований стан
цилiндра будемо вважати антисиметричним вiдносно площини x = 0. Отже, да-
на задача може бути сформульована для напiвнескiнченого цилiндра x 6 0 на
торцi якого поставлено змiшанi умови:

σx = 0, u = 0, якщо x = 0, ε 6 ρ 6 1;

σx = N(ρ), τxρ = T (ρ); якщо x = 0, 0 6 ρ 6 ε,

де u – тангенцiальне перемiщення; σx, τxρ – складовi тензору напружень;N(ρ), T (ρ)
– напруження заданi на поверхнi трiщини. Будемо вважати, що N(ρ) = 0.

Використаємо умови вiдсутностi напружень на цилiндричнiй поверхнi i розв’я-
зок будемо шукати у виглядi рядiв (1),(2):

σx(p, x) = 2G
∑
k

Akσk(ρ)epkx, (1)

u(ρ, x) =
∑
k

Akuk(ρ)epkx, τxρ(p, x) = 2G
∑
k

Akτk(ρ)epkx. (2)

де Ak невiдомi коефiцiєнти; pk – корнi рiвняння Шиффа.
Для розв’язання задачi методом парних рiвнянь схемою [2], а саме довизна-

чимо змiшанi умови (3).

∑
k

Akuk(ρ) = U(e) ≡

{
0, ε 6 ρ 6 1,
(1−ν)
G

ρ
∫ ε
ρ

h(t)

t2
dt√
t2−ρ2

, 0 6 ρ 6 ε, (3)

Проiнтегруємо по контуру [2] отримаємо ядро (4) iнтегрального рiвняння
для обчислення напружень.

Π(ρ, ξ) = 1
1−v

[∫∞
0
J1(ρy)J1(ξy)y2dy−

− 2
π

∫∞
0

K1(y)
I1(y)

I1(ρy)I1(ξy)y2dy
]
− 2

π

∫∞
0

τ∗(iy,ρ)τ∗(iy,ξ)
∆(fy)

dy.
(4)

Де ∆(p) = (1− ν)p−2J2
1 (p)s(p).

Остаточно приходимо до регулярного iнтегрального рiвняння Фредгольма
другого роду (5).
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h(s) =
∫ ε

0
L(s, t)h(t)dt+ 2

π

∫ s
0

T (ρ)ρ2dρ√
s2−p2

, 0 6 s 6 ε (5)

з симетричним ядром (6)

L(s, t) = 4
π2

∫∞
0

[
K1(y)
I1(y)

α(y, s)α(y, t)y2 +(1− y)ψ(iy,s)ψ(iy,t)
∆(iy)

]
dy. (6)

Таким чином, розв’язок поставленої задачi визначаєтья формулами (5), (6).

1. Sneddon I. N., Welch J. T. A note on the distribution of stress in a cylinder
containing a penny-shaped crack // Int. J. Engng Sci.. – 1963. – v. 1, № 4. –
С. 411–419.

2. Srivastav R. P. Dual relations involving Dini series // Proc. Roy. Soc. Edinb.
Ser. A. – 1964. – v. 66, part 3. – С. 161–172.
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Слабкозбурена лiнiйна крайова задача для системи
диференцiальних рiвнянь дробового порядку

Бойчук Олександр, Ферук Вiктор

boichuk.aa@gmail.com, feruk.viktor@gmail.com
Iнститут математики НАН України

Розглядається слабкозбурена лiнiйна крайова задача для системи дробових
диференцiальних рiвнянь у просторi C[a, b], −∞ < a < b < +∞

CDα
a+x(t) = A(t)x(t) + εA1(t)x(t) + f(t), (1)

lx(·) = q + εJx(·), (2)

де 0 < α < 1, CDα
a+ — лiвостороння похiдна Капуто, A(t), A1(t) — (n×n)-вимiрнi

матрицi i f(t) — n-вимiрний вектор, компоненти яких належать простору C[a, b],
l = col

(
l1, l2, . . . , lp

)
: C[a, b]→ Rp i J = col

(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b]→

Rp — обмеженi лiнiйнi векторнi функцiонали, lν , Jν : C[a, b] → R, ν = 1, p,
q = col

(
q1, q2, . . . , qp

)
∈ Rp, ε << 1 - малий параметр.

Дослiджується питання бiфуркацiї розв’язкiв x ∈ C[a, b] задачi (1), (2) за
припущення, що породжуюча задача, тобто задача

CDα
a+x(t) = A(t)x(t) + f(t), (3)

lx(·) = q, (4)

не має розв’язку.
Використовуючи методи теорiї слабкозбурених операторних крайових задач

з нетеровою лiнiйною частиною [1] та встановлений у роботi [2] критерiй розв’я-
зностi задачi (3), (4), знайдено умови виникнення та структуру сiм’ї розв’язкiв
крайової задачi (1), (2). Отримано наступний результат.

Теорема. Нехай породжуюча для крайової задачi (1), (2) задача (3), (4) не є
розв’язною. Тодi, якщо виконуються умови

X(t)PQd2
6= 0, PB∗0PQ∗d1

= 0,

то крайова задача (1), (2) буде мати d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв у ви-
глядi збiжного, при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗], ряду з сингуляр-
нiстю в точцi ε = 0

x(t, ε) =

∞∑
k=−1

εkxk(t). (5)

Тут X(t) — фундаментальна (n × n)-вимiрна матриця однорiдної системи
(3) (f = 0), стовпцi якої утворюють фундаментальну систему розв’язкiв цiєї
системи,

B0 = PQ∗
d1

(
JX(·)PQd2

−WΛ−1Fm
[
A1(·)X(·)PQd2

])
— (d1 × d2)-вимiрна матриця, PB∗0 — (d1 × d1)-вимiрна матриця, яка є проєкто-
ром на коядро матрицi B0, W = lΦ(·) — матриця, яка складається iз p рядкiв

159



та нескiнченної кiлькостi стовпчикiв, Q = lX(·) — (p × n)-вимiрна матриця,
PQd2

(PQ∗
d1
) — (n×d2)((d1×p))-вимiрна матриця, що складається iз повної систе-

ми d2(d1) лiнiйно незалежних стовпчикiв(рядкiв) матрицi-проєктора PQ(PQ∗),
d1 = p− rankQ, d2 = n− rankQ,

Λ = I −
b∫
a

t∫
a

Φ∗(t)Km(t, s)Φ(s)dsdt, Fm[w(·)] =

b∫
a

Φ∗(t)wm(t)dt,

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . ϕi(t), . . .

)
,

{ϕi(t)}∞i=1 — повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b],

wm(t) =
1

Γ(α)

 t∫
a

w(s)

(t− s)1−α ds+

m−1∑
l=1

t∫
a

s∫
a

Kl(t, s)w(τ)

(s− τ)1−α dτds

 ,

Km(t, s) =

t∫
s

K(t, ξ)Km−1(ξ, s)dξ, K1(t, s) =
A(s)

Γ(α)(t− s)1−α , m >
1

2α
.

Умова PB∗0PQ∗d1
= 0 є достатньою умовою iснування d2-параметричної сiм’ї

розв’язкiв крайової задачi (1), (2). Якщо умова PB∗0PQ∗d1
= 0 не виконується, то

d2-параметричної сiм’ї розв’язкiв задачi (1), (2) у виглядi ряду (5) не iснує, але
вона може iснувати у виглядi ряду типу (5) за степенями малого параметра ε
починаючи iз −2, −3, . . .

1. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems. – Berlin: De Gruyter, second ed., 2016. – 298 p.

2. Boichuk O.A., Feruk V.A. Fredholm boundary-value problem for the system
of fractional differential equations // Nonlinear Dyn. – 2023. – Vol. 111. –
P. 7459–7468.
Автори дякують за фiнансову пiдтримку за рахунок проєкту “Математичне

моделювання складних динамiчних систем та процесiв актуальних для безпеки
держави”, реєстрацiйний номер 0123U100853 та гранту H2020-MSCA-RISE-2019,
номер проєкту 873071 (SOMPATY: Spectral Optimization: From Mathematics to
Physics and Advanced Technology).
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Модифiкацiя моделi iнфекцiйного захворювання для
урахування дифузiйних збурень в умовах адсорбцiйної терапiї

Бомба Андрiй, Барановський Сергiй

abomba@ukr.net, svbaranovsky@gmail.com
Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування,

м. Рiвне

Ефективне застосування та персоналiзацiя розроблюваних програм лiкува-
ння iнфекцiйних захворювань зумовлює потребу якiсного прогнозування про-
тiкання хвороби за умов застосування рiзного роду терапiй залежно вiд iмуно-
логiчного стану органiзму та форми i стадiї захворювання. Описанi в [1] базова
модель iнфекцiйного захворювання та моделi iмунної вiдповiдi забезпечують
прогнозування загальних закономiрностей розвитку процесу вiрусного захворю-
вання з урахуванням гуморального та клiтинного типiв iмунiтету. Розширення
меж застосування такого роду моделей для урахування впливу i iнших механi-
змiв захисту органiзму, а також зовнiшнiх, в тому числi, керуючих терапевти-
чних чинникiв потребує розробки вiдповiдних їх модифiкацiй та узагальнень.
Зокрема, в роботi [2] запропоновано пiдхiд для урахування впливу дифузiйних
збурень дiючих факторiв на розвиток процесу та показано, що урахування цьо-
го ефекту призводить до зниження прогнозних концентрацiй дiючих чинникiв
в епiцентрi зараження, а, отже, i до «гостроти» протiкання захворювання. А в
[3] такий пiдхiд узагальнено для урахування впливу дифузiйних збурень в умо-
вах температурної реакцiї органiзму. У роботi [4] запропоновано узагальнення
базової моделi для урахування впливу зовнiшнього екологiчного чинника, що
пов’язаний iз забрудненням довкiлля.

Як засвiдчує медична практика терапевтичний ефект рiзного роду лiкар-
ських препаратiв можливо посилити при їх комплексному застосуваннi з ад-
сорбцiйними методами. Механiзм дiї адсорбцiйних препаратiв має iстотнi вiд-
мiнностi. Зокрема, адсорбенти не розчиняються i не потрапляють у кровообiг,
вони не є специфiчними до конкретних токсинiв чи метаболiтiв, а пiсля їх на-
копичення i зв’язування адсорбенти виводяться iз органiзму. Зв’язувальна дiя
таких препаратiв (наприклад, силiкагель, активоване вугiлля чи пористi смоли)
пов’язана з дифузiєю речовини у пори окремих адсорбцiйних елементiв.

Обмежившись урахуванням процесу адсорбцiї в мезопорах, динамiку дi-
ючих чинникiв вiрусної iнфекцiї з урахуванням дифузiйних збурень, зосере-
джених випливiв в умовах адсорбцiйної терапiї описано такою знерозмiреною
сингулярно-збуреною системою нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзне-
нням τ :

V ′t=ωV + βV − γFV + εDV (V ′′xx + V ′′yy + V ′′zz)−
−δ2D∗W (W ′n)|∂G∗ ,

W ′t=δ2DW (W ′′xx +W ′′yy +W ′′zz) ,
C′t = ξ(m)αF (t− τ)V (t− τ)− µ(C − C∗)+

+ε2DC (C′′xx + C′′yy + C′′zz) ,
F ′t = ωF + ρC − (µf + ηγV )F + εDF (F ′′xx + F ′′yy + F ′′zz) ,

m′t = σV − µmm+ ε2Dm (m′′xx +m′′yy +m′′zz)

(1)
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за умов

C(x, y, z, 0) = C0(x, y, z), m(x, y, z, 0) = m0(x, y, z),
V (x, y, z, t̃) = V 0(x, y, z, t̃), F (x, y, z, t̃) = F 0(x, y, z, t̃),
−τ ≤ t̃ ≤ 0, LΩ|∂G̃ = 0, W (x, y, z, x̃, ỹ, z̃, 0)=0,

W (x, y, z, x̃, ỹ, z̃, t)|∂G∗(x,y,z)=κ · V (x, y, z, t),

(2)

де V (x, y, z, t), F (x, y, z, t), (x, y, z, t), m(x, y, z, t) – вiдповiдно концентрацiї ан-
тигенiв, специфiчних їм iмунних агентiв, iмунологiчних клiтин, якi продукують
цi iмуннi агенти та значення вiдносної характеристики ураження органу-мiшенi
в момент часу t у точцi (x, y, z) деякого обмеженого мезопористого середовища
G̃;W (x, y, z, x̃, ỹ, z̃, t) – концентрацiї антигенiв в опуклих областях адсорбцiйних
частинок (характерних околах точок (x, y, z)) [5]; κ > 0 – константа адсорбцiй-
ної рiвноваги; β – темп розмноження антигенiв; γ – коефiцiєнт, що визначає
результат взаємодiї антигенiв з антитiлами; µC – величина, обернена тривало-
стi життя плазматичних клiтин;α – коефiцiєнт стимулювання iмунної системи;
C∗ – концентрацiя iмунологiчних клiтин у здоровому органiзмi; ρ – швидкiсть
виробництва власних антитiл однiєю плазматичною клiтиною; µf – величина,
обернена тривалостi iснування антитiл; η – витрати антитiл на нейтралiзацiю
одного антигену; σ – темп ураження клiтин органу-мiшенi; µm – швидкiсть
вiдновлення органу-мiшенi; εDV , δ2DW , εDF , ε2DC , ε2Dm – коефiцiєнти дифу-
зiйного перерозподiлу вiдповiдно антигенiв в середовищi органiзму та в мезо-
порах частинок адсорбенту, антитiл, плазматичних та уражених клiтин, δ2D∗W
– коефiцiєнт, що характеризує вплив дифузiйного перерозподiлу антигенiв у
мiкропорах частинок адсорбенту на їх дифузiйний перерозподiл в середовищi
органiзму [5]; ε, δ – малi параметри, якi характеризують малий вплив дифу-
зiйних компонент у порiвняннi з iншими складовими процесу; C0(x), m0(x),
V 0(x, t̃), F 0(x, t̃) – обмеженi достатньо гладкi функцiї; L – оператор граничних
умов (I-го, II-го, чи III-го роду); Ω = (V,C, F,m). Функцiя ξ(m) призначена
для урахування ефекту зниження ефективностi функцiонування iмунологiчно-
го органу при його значному ураженнi, а функцiї ωV (x, t), ωF (x, t) – для опису,
зокрема, зосереджених змiн концентрацiй антигенiв та антитiл [6].

Покрокове наближення розв’язку модельної сингулярно збуреної задачi iз
запiзненням здiйснюється шляхом застосування спецiальної обчислювальної те-
хнологiї, що синтезована на основi покрокової процедури, асимптотичного та
чисельних методiв.

Результати комп’ютерного моделювання iлюструють ефективнiсть застосу-
вання адсорбцiйної терапiї для лiкувального впливу на розвиток iнфекцiйного
захворювання. Продемонстровано, що введення в органiзм адсорбентiв забезпе-
чує додаткову нейтралiзацiю та виведення вiрусних елементiв з органiзму. Та-
ка дiя пiдвищує прогнозну ефективнiсть рiзних лiкувальних терапiй, зокрема,
iмунотерапiї та сприяє бiльш швидкiй стабiлiзацiї iнфекцiйного захворювання.
Також показано, шо ефективнiсть самої адсорбцiйної терапiї, з-помiж iншого,
визначатиметься ще й часом введення вiдповiдного препарату. Урахування та-
ких особливостей впливу адсорбентiв на динамiку iнфекцiйного захворювання є
досить важливим при розробцi вiдповiдної програми застосування адсорбцiйної
терапiї.
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Параболiчне рiвняння з випадковим збуренням
та змiнним показником нелiнiйностi

Бугрiй Олег1, Бугрiй Наталiя2, Доманська Олена1

oleh.buhrii@lnu.edu.ua, nataliia.v.buhrii@lpnu.ua,
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1Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
2Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”

Нехай S – цiлком регулярний топологiчний простiр, F – сiм’я пiдмножин S,
P : F → R – iмовiрнiсна мiра Радона, якi задовольняють традицiйнi аксiоми
iмовiрнiстного простору. Нехай n ∈ N та T > 0 – деякi фiксованi числа, Ω –
обмежена область в Rn з досить гладкою межею ∂Ω,

Q0,T = Ω× (0, T ), Π0,T = Ω× (0, T )× S.

Дослiджуватимемо мiшану задачу

∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

(
aij(x, t)uxi

)
xj

+ g(x, t, u) = f(x, t, ω)+

+
∂b(x, t, ω)

∂t
, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (1)

u = 0 на ∂Ω× [0, T ], (2)

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (3)

де aij(i, j = 1, n), g, f, b, u0 – деякi функцiї. Похiднi тут розумiються в сенсi уза-
гальнених функцiй з вiдповiдних просторiв, причому вираз ∂b

∂t
трактується як

бiлий шум. Нелiнiйнiсть функцiї g за третьою змiнною має змiнний степеневий
характер, зокрема, для (x, t) ∈ Q0,T та ξ ∈ R виконується оцiнка

g0|ξ|q(x) ≤ g(x, t, ξ)ξ ≤ g0|ξ|q(x),

де 0 < g0 ≤ g0 < +∞. Доведемо однозначну розв’язнiсть мiшаної задачi (1)-(3)
та вимiрнiсть її розв’язку за параметром ω ∈ S, який вважається випадковою
змiнною. Отриманi властивостi є перенесенням на випадок параболiчних рiв-
нянь зi змiнними показниками нелiнiйностi деяких результатiв працi [1].

1. Coayla-Teran E.A., Ferreira J., Magalhaes P.M.D. Weak solutions for random
nonlinear parabolic equations of nonlocal type. Random Operators and Sto-
chastic Equations. 2008; 16: 213-222.
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Синхронiзацiя каналiв на основi методу
графiчної оцiнки та аналiзу програм

Буйновський Вiктор, Пасiчник Галина

pasichnyk.gs@gmail.com
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Пiдхiд до управлiння на основi бiзнес-процесiв є ефективним iнструментом
управлiння складними системами. Ефективнiсть їх базується на застосуваннi
мережi взаємопов’язаних бiзнес-процесiв, що збiльшує цiннiсть результату, а
також на керуваннi процесами. Математичний апарат GERT (графiчної оцiнки
та аналiзу програм) є одним з iнструментiв дослiдження систем рiзних видiв
[1, 2].

Можливостi математичного апарату GERT-мереж знаходить широке засто-
сування в рiзних прикладних задачах: iнформацiйно-телекомунiкацiйних систе-
мах; складаннi виробничих розкладiв та розподiлi ресурсiв; ресурсно-часовому
аналiзi виробничих процесiв тощо [3, 4, 5]. Вибiр GERT-мереж як основи для
розробки як основи для аналiзу виробничих процесiв викликана тим, що вони
дозволяють використовувати багатократне iмiтацiйне моделювання виробничих
процесiв, часовi параметри та iншi стохастичнi параметри.

Ми розглядаємо эвристичний алгоритм покращення характеристик прото-
колiв передачi iнформацiї на основi виявлення в них прихованої паралельностi,
застосовуючи модель GERT. Вiн полягає в зведеннi полiмодальних розподiлiв
до унiмодального розподiлу та уточненнi моментiв часу початку передачi паке-
тiв за рахунок виявлення запасiв часу передачi з одного кiнця в iнший сiтки.
Реалiзацiя аппарату GERT-сiткового моделювання дозволює пiдвищити ефек-
тивнiсть та обгрунтувати прийнятнiсть управлiнських рiшень.

1. Pritsker, A. A. B. GERT: Graphical evaluation and review technique.
Memorandum RM-4973-NASA, 1966.

2. Phillips D., Garcia-Diaz A. Fundamentsls of Network analysis, Prentise – Hall,
1981.

3. Semenov S, Voloshyn D, Ahmed AN. Mathematical model of the implementati-
on process of flight task of unmanned aerial vehicle in the conditions of external
impact // International Journal of Advanced Trends in Computer Science and
Engineering. – 2019.– Vol. 8, № 1. – P. 7–13.

4. Barkalov S., Budkov O., Sidorenko Ye. Choice of Effective Organizational and
Technological Decisions under Reconstruction with Consideration for Ecological
Monitoring // Scientific Israel – Technological Advantages. – 2012. – Vol. 14,
№ 2, 3. – P. 21–29 .

5. Семенов С.Г., Гавриленко С.Ю., Халiфе Кассем GERT-модель прогнозува-
ння параметрiв функцiональної безпеки технiчних системсистеми обробки
iнформацiї // Системи обробки iнформацiї. – 2016. – Вип. 2 (139). – С. 50–
52.
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Один клас вироджених параболiчних систем
Буртняк Iван, Малицька Ганна
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Ми дослiджуємо виродженi параболiчнi системи, що мають три групи змiн-
них за якими є виродженя параболiчностi [1].

Нехай nj ∈ N, j = 1, 4, n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ n4,
4∑
j=1

nj = n0, x ∈ Rn0 , xj ∈

Rnj , ξ ∈ Rn0 , ξj ∈ Rnj ,0 < τ < t ≤ T < +∞, xj = xj1, ..., xjnj , xj =

xj1, ..., xjnj+1 , xj = xj1, ..., xjnj+2 , xj = xj1, ..., xjnj+3 , ρ1(t, x1, τ, ξ1) = |x1 −
ξ1|(t − τ)−

1
2 , ρ2(t, x′1, τ, ξ

′
1) = |x2 − ξ2 + (x1−ξ1)(t−τ)

2
|(t − τ)−

3
2 , x′ = (x1, x2),

ρ3(t, x′′1 , τ, ξ
′′
1 ) = |x3− ξ3 + (x2−ξ2)(t−τ)

2
+ (x1−ξ1)(t−τ)2

12
|(t− τ)−

5
2 , x′′ = (x1, x2, x3),

ρ4(t, x′′′1 , τ, ξ
′′′
1 ) = |x3 − ξ4 + (x3−ξ3)(t−τ)

2
+ (x2−ξ2)(t−τ)2

10
+ (x1−ξ1)(t−τ)3

120
|(t− τ)−

7
2 ,

ρ(t, x, τ, ξ) =
4∑
j=1

ρ2
j .

Ми розглядаємо задачу Кошi:

∂tu(t, x)−
3∑
j=1

xj∂xj+1u(t, x) =
∑
|k|≤2

Ak(t, x)Dk
x1
u(t, x), (1)

u(t, x)|t=τ = u0(x). (2)
Виконуються умови:

I)∂tω(t, x) =
∑
|k|≤2

Ak(t, x)Dk
x1
u(t, x)-рiвномiрно параболiчна система, (t, x) ∈

Π[0,T ] = {(t, x), x ∈ Rn0 , 0 ≤ τ < t ≤ T}, (x1, x2, x3)- параметри.
II)Ak(t, x), Dk

x1
Ak(t, x), 1 < D ≤ 2b, неперервнi i обмеженi в Π[0,T ], задоволь-

няють умову Гельдера по x, 0 < α ≤ 1.
III)

∑
|k|=2

Ak(t, x)σk1 =
∑
|k|=2

γk(t, x)σk1A0, A0 - стала матриця, γk(t, x)σk1 - одно-

рiднi многочлени по σ1.

Теорема. Нехай виконуються умови I-III тодi iснує матриця Грiна G(t, x, τ, ξ)
задачi (1)-(2), iснує матриця Грiна G∗(t, x, τ, ξ) спряженої системи до (1) за
Лагранжом. Для похiдних правильнi оцiнки

|Dm
x1
G(t, x, τ, ξ)| ≤ Cm(t−τ)

−
4∑
j=1

(2j−1)nj+|m|
2

exp{−c0ρ2(t, x, τ, ξ)}, Cm > 0, |m| ≤
2,

|∂xlG(t, x, τ, ξ)| ≤ Cl(t− τ)
−

4∑
j=1

(2j−1)nj
2

+ 2l−1
2

exp{−c0ρ2(t, x, τ, ξ)}, Cl > 0, l =
2, 4.

1. Burtnyak I.V., Malyts’ka H.P. On the Fundamental Solution of the Cauchy
Problem for Kolmogorov Systems of the Second Order. Ukr. Math. J. 2019, 70
, 1275–1287. doi:10.1007/s11253-018-1568-y
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Методичнi особливостi використання iнтерактивних методiв
при проведеннi урокiв та оцiнюваннi знань учнiв з математики

в старшiй школi ЗЗСО
Венгрин Юлiя, Боднарук Свiтлана

venhryn.yuliia@chnu.edu.ua, s.bodnaruk@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

У сучасному освiтньому контекстi, де активно зростає значення використа-
ння iнновацiйних пiдходiв у навчаннi, iнтерактивнi методи стають ключовим
фактором у досягненнi якiсного та цiлеспрямованого навчання математики.
Математика, як фундаментальна дисциплiна, вимагає не лише механiчного за-
своєння формул та правил, але й глибокого розумiння концепцiй та їхнього
практичного застосування у реальному життi.

Iнтерактивнi методи, такi як використання головоломок, групової роботи,
iгор, взаємодiя з мультимедiйними засобами, спiльне моделювання ситуацiй,
дозволяють залучити учнiв до активної пiзнавальної дiяльностi, розвивати кри-
тичне мислення, комунiкативнi навички та сприяють їхньому зануренню в ма-
тематичний свiт. Цi методи сприяють глибшому розумiнню матерiалу, оскiльки
вони стимулюють учнiв дослiджувати, аналiзувати та пояснювати концепцiї
один одному. Крiм того, iнтерактивнi методи навчання математики навчають
учнiв спiвпрацювати, обмiнюватися iдеями та розв’язувати завдання в командi,
що вiдповiдає сучасним вимогам до соцiальних компетенцiй. [1]

Розглянемо приклад застосування iнтерактивного методу на уроцi алгебри
у 10 класi з теми "Тригонометричнi рiвняння":

Створення тригонометричних "головоломок-загадок"вiдбувається за насту-
пною схемою.

1. Пiдготовка. Вчитель пiдготовлює кiлька тригонометричних рiвнянь рi-
зних типiв, якi потрiбно буде розв’язати. Для кожного рiвняння вчитель також
готує загадку, яка мiстить пiдказку щодо правильного пiдходу до розв’язання.

2. Створення головоломок-загадок. Вчитель роздiляє тригонометричнi рiв-
няння на окремi кроки. Наприклад, для рiвняння типу sin(x) = 0.5, перший
крок може бути загадкою "Знайди кут, у якого синус дорiвнює 0.5".

3. Розподiл завдань. Учнi розподiляються на пари або невеликi групи. Ко-
жна пара отримує одне тригонометричне рiвняння та вiдповiдну загадку-пiдказку.

4. Розв’язання рiвнянь Учнi мають завдання розв’язати своє тригонометри-
чне рiвняння, використовуючи пiдказку зi своєї загадки.

5. Презентацiя результатiв. Кожна пара представляє своє вирiшене рiвняння
та роз’яснює, як саме було використано пiдказку для знаходження розв’язку.

6. Обговорення. Вчитель та iншi учнi можуть коментувати рiшення, порiв-
нювати пiдходи та дiлитися враженнями.

7. Пiдведення пiдсумкiв. Вчитель робить висновки про те, якi методи та пiд-
ходи були найбiльш ефективними для розв’язання тригонометричних рiвнянь.

Цей метод сприяє активному та цiкавому навчанню тригонометричних рiв-
нянь, стимулює творчий пiдхiд до розв’язання та сприяє глибшому розумiнню
матерiалу.

На уроцi алгебри у 10 класi пiд час вивчення теми "Похiдна функцiї"можна
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використати iнтерактивний метод - рольова гра: "Диференцiальнi детективи".
Учнi розподiляються на групи. Кожна група отримує картку з iменем детекти-
ва та список завдань, якi вони повиннi розв’язати. Кожна група отримує список
функцiй, для яких треба знайти похiдну. Завдання можуть бути рiзнорiвневи-
ми, вiд простих до бiльш складних. Наприклад, знайти похiдну вiд x2, sinx, x,
lnx, 1

x
тощо.

Кожна група готує коротку презентацiю, в якiй вони демонструють свої
результати. В презентацiї можна показати, як вони знайшли похiднi та якi пра-
ктичнi застосування є для цих похiдних (наприклад, в фiзицi, економiцi, iнжене-
рiї). Пiсля презентацiй вчитель може ставити додатковi питання та коментувати
розв’язки.

Ця рольова гра допомагає учням застосовувати знання про похiднi функцiй
на практицi та розвиває їх комунiкативнi навички.

Пiд час вивчення теми "Значення синуса, косинуса, тангенса та котангенса
для деяких кутiв"у 10 класi, етап закрiплення вивченого на уроцi пропонує-
мо провести за допомогою методу "Мiкрофон". Учням пропонується заповнити
таблицю значень тригонометричних функцiй для деяких конкретних кутiв, на-
приклад, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦.

Отже, використання iнтерактивних методiв навчання математики вiдкриває
новi можливостi для створення позитивного та результативного навчального
середовища, яке сприяє якiсному засвоєнню матерiалу та пiдготовцi учнiв до
викликiв сучасностi.

1. Використання iнтерактивних форм i методiв навчання. URL:
http://surl.li/gwetz.
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Паралельна реалiзацiя скiнченно-елементної апроксимацiї
крайової задачi для FADE

Вербiцький Вiктор, Максимов Артур, Черноморець Веронiка

v.verbitskyi@onu.edu.ua, a.maximov@onu.edu.ua,
veronika.chernomorets@stud.onu.edu.ua

Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

Нехай Ω = (0, 1), 0 ≤ β < 1, α = (2− β)/2, Hα
0 (Ω) — простiр Соболева. Для

побудови скiнченно-елементного розв’язку[3] крайової задачi для стацiонарного
дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї (FADE — Fractional Advection Dispersion
Equation) маємо розглянути наступну варiацiйну задачу[1]. Для f ∈ L2(Ω) зна-
йти таке u ∈ Hα

0 (Ω), що∫
Ω

a
(
pD−β0,x + qD−β1,x

)
DuDv + b(x)Duv + c(x)uvdx =

∫
Ω

fvdx ∀v ∈ Hα
0 (Ω),

де D — просторова похiдна, D−β0,x , D
−β
x,1 — лiвостороннiй та правостороннiй дро-

бовий iнтеграл, вiдповiдно, порядка β, 0 ≤ p, q ≤ 1 та p+ q = 1.
Для визначення елементiв матрицi скiнченно-елементної апроксимацiї[3] кра-

йової задачi треба обчислювати дробовi iнтеграли D−β0,xDϕj(x), D−β1,xDϕj(x) в рi-
зних точках промiжку Ω. Тут ϕj(x) — базисна функцiя скiнченно-елементного
простору, (xj−1, xj) ⊂ Ω — носiй функцiї ϕj(x). Зауважимо, що D−β0,xDϕj(x) 6= 0
для x > xj−1. Аналогiчнi зауваження мають мiсце для правостороннього iн-
тегралу D−β1,xDϕj(x). Таким чином, при побудовi матрицi скiнченно-елементної
апроксимацiї значна частина обчислювальної роботи приходиться на обчислен-
ня дробових iнтегралiв у рiзних точках промiжку Ω. З iншого боку, обчислення
дробового iнтегралу D−β0,xDϕj(x) в рiзних точках можна проводити паралельно,
знаючи значення Dϕj(x) в вузлах деякої сiтки промiжка (xj−1, xj)[2].

Нами запропоновано паралельний алгоритм обчислення елементiв матри-
цi скiнченно-елементої апроксимацiї, основою якого є паралельне обчислення
дробових iнтегралiв.

1. Ervin V. J., Roop J. P. Variational formulation for the stationary fractional
advection dispersion equation // Numerical methods for partial differential
equations. – 2005. – Vol. 22. – Is. 3. – P. 558-578.

2. Li Ch., Zeng F. Numerical methods for fractional calculus. – CRC Press, 2015.
– 294 p.

3. Szabó B., Babuška I. Finite element analysis. Method, verification and validati-
on. Second ed. – John Wiley & Sons, Inc., 2021. – 387 p.
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Оцiнка ефективностi SIRV моделi для дослiдження епiдемiї в
контекстi пандемiї COVID-19 у Рiвненськiй областi

Гаврильчик Леонiд

leonid.havrylchyk@oa.edu.ua
Нацiональний унiверситет “Острозька академiя”

Постановка проблеми. Базова модель SIR, заснована на теорiї Кермака-
МакКендрика, є ключовим iнструментом для аналiзу розповсюдження iнфе-
кцiйних хвороб. Її модифiкацiя, модель SIRV, особливо актуальна для вивче-
ння впливу вакцинацiї на динамiку COVID-19. Дослiдження ситуацiї в Рiв-
ненськiй областi допоможе виявити взаємозв’язки мiж факторами поширення
вiрусу та ефективнiстю вакцинацiйних заходiв, маючи значуще наукове та пра-
ктичне значення.

Аналiз останнiх дослiджень. Вченi як М. О. Оке, О. М. Огунмiлоро, Ч. Т.
Акiнвумi та Р. А. Раджi [2] зробили значний вклад у оптимiзацiю SIRV моделi
та вивчення впливу вакцинацiї. Особливо слiд вiдзначити роботу М. Iсiкави
[1]. В Українi динамiку захворюваностi на COVID-19 вивчали А. Нiкiтiн, I.
Самойленко, I. Нестерук, а також у рамках спiвпрацi з литовськими ученими
– Є. Мейдуте-Каваляускене та С. Бекесiене ([3], [4])

Постановка завдання. Метою дослiдження є аналiз епiдемiологiчної си-
туацiї щодо COVID-19 в Українi, враховуючи параметри смертностi, госпiталi-
зацiї та ефективнiсть вакцинацiї. Основним завданням є вивчення ефективностi
SIRV моделi для передбачення перебiгу пандемiї.

Основна частина. Побудувавши SIRV модель:

N = S(t) + I(t) +R(t) + V (t) (1)

dS

dt
+
dI

dt
+
dR

dt
+
dV

dt
= 0 (2)

dS

dt
= −βS(t)I(t) (3)

dI

dt
= βS(t)I(t)− γI(t) (4)

dR

dt
= γI(t) (5)

dV

dt
= νS(t)− V (t) (6)

де N - це загальна кiлькiсть населення, яке приймається за константу; S(t) -
сприйнятливе населення; I(t) - iнфiковане населення; R(t) -

"вилучене"населення; V (t) - вакциноване населення; β - постiйна швидкiсть
передачi захворювання; γ - швидкiсть одужання; ν - швидкiсть вакцинацiї

сприйнятливого населення.
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та проаналiзувавши її результати шляхом порiвняння їх з iсторичними дани-
ми, якi беруть свiй початок вiд 27 березня 2020 року. Ми зможемо вiдзначити,
що пiк епiдемiї вiдбувся у сiчнi 2021 року, пiсля чого захворюванiсть почала
знижуватися. Але, порiвнюючи данi моделi з iсторичними показниками, можна
помiтити значнi вiдхилення. Незважаючи на спрощенiсть моделi SIRV, реальна
ситуацiя в Українi була iнакшою. Данi вiдмiнностi можуть бути зумовленi ря-
дом факторiв: мiграцiйнi процеси, урядовi рiшення, а також поява нових штамiв
вiрусу. Модель вiдображає реальнiсть найбiльш точно на короткий перiод ча-
су. Проте, при аналiзi довгострокових даних, особливо стосовно вакцинованого
населення та "вилученого"населення, вiдхилення стають значними.

Висновки. SIRV модель дозволяє адекватно описати перебiг епiдемiї COVID-
19 у 2020-2021 роках, проте мiстить певнi похибки, зокрема не враховуються
повторнi зараження.

1. Ishikawa. (2012). Optimal Strategies for Vaccination using the Stochastic SI-
RV Model. Shisutemu Seigyo JoHo Gakkai Ronbunshi, 25(12), 343–348. URL:
https://doi.org/10.5687/iscie.25.343

2. Oke, M. O., Ogunmiloro, O. M., Akinwumi, C. T., and Raji, R. (2019).
Mathematical Modeling and Stability Analysis of a SIRV Epidemic Model with
Non-linear Force of Infection and Treatment. Communications in Mathematics
and Applications, 10(4). URL: https://doi.org/10.26713/cma.v10i4.1172

3. Bekesiene, S., Samoilenko, I., Nikitin, A., and Meidute-Kavaliauskiene, I. (2022,
February 9). The Complex Systems for Conflict Interaction Modelling to Descri-
be a Non-Trivial Epidemiological Situation. Mathematics, 10(4), 537. URL:
https://doi.org/10.3390/math10040537

4. Nesteruk, I., Rodionov, O., Nikitin, A., and Walczak, S. (2022, April 22).
Influences of seasonal and demographic factors on the COVID-19 pandemic
dynamics. EAI Endorsed Transactions on Bioengineering and Bioinformatics,
1(4), 172364. URL: https://doi.org/10.4108/eai.8-12-2021.172364
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iнтегро-диференцiальних операторiв
Гентош Оксана1, Прикарпатський Анатолiй2

ohen@ua.fm, pryk.anat@cybergal.com
1Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України
1Кракiвський унiверситет технологiй

На спряженому просторi A∗α до алгебри Лi Aα := A0{{Dα, D−α}} дробових
iнтегро-диференцiальних операторiв у виглядi aα :=

∑
j∈Z+

aj◦ Dα(pα−j) ∈ Aα,
де aj ∈ A0, j ∈ Z+, pα ∈ Z+ – порядок оператора aα, A0 := A{{D,D−1}} –
алгебра Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв, елементами якої є
формальнi ряди Лорана за оператором просторової похiдної D : A→ A з коефi-
цiєнтами, що належать алгебрi функцiй A := W∞2 (R;C)∩W∞∞ (R;C),Dα : A→ A
– оператор дробової похiдної Рiмана-Лiувiлля, α ∈ C# := {z ∈ C \ Z| Re z 6= 0},
вiдносно скалярного добутку

(aα, bα) =

∫
R

resD (resDα ((aα ◦ bα) ◦D−α))dx, aα, bα ∈ Aα, (1)

де resDα позначає коефiцiєнт при D−α у розвиненнi дробового iнтегро-дифе-
ренцiального оператора, resD – коефiцiєнт при D−1 у розвиненнi звичайного
iнтегро-диференцiального оператора, розглядається пара гамiльтонових пото-
кiв Лакса

dlα/dtn = [(∇γn(lα))+, lα], (2)
dl̃α/dtn = [(∇γn(l̃α))+, l̃α]. (3)

Тут символ∇ позначає градiєнт гладкого за Фреше функцiонала на A∗α вiдносно
скалярного добутку (1), нижнiй iндекс "+" – проекцiю дробового iнтегро-ди-
ференцiального оператора на пiдалгебру Лi Aα,+ ⊂ Aα формальних полiномiв
за оператором Dα, Aα = Aα,+ ⊕ Aα,−, tn, n ∈ N, – еволюцiйнi параметри, a
lα, l̃α ∈ A∗α ' Aα – дробовi iнтегро-диференцiальнi оператори порядку mα ∈ N ,
якi для будь-якого n ∈ N у початковий момент часу пов’язанi перетворенням
подiбностi:

l̃α(0) = B−1
α (0)lα(0)Bα(0),

Bα(0) – деякий дробовий диференцiальний оператор порядку sα ∈ N, sα ≤ mα,
коефiцiєнти якого не залежать вiд tn, n ∈ N.

У кожнiй точцi lα ∈ A∗α ' Aα потоки (2) породжуються R-деформованою
дужкою Лi-Пуассона {., .}R:

{γ, µ}R(lα) = (∇γ(lα),Θ1∇µ(lα)),

де γ, µ ∈ D(A∗α) – гладкi за Фреше функцiонали на A∗α, оператор Пуассона Θ1 :
T ∗(A∗α)→ T (A∗α) дiє за правилом Θ1 : ∇γ(lα) 7→ −[lα, (∇γ(lα))−] + [lα,∇γ(lα)]≤0

для будь-якого γ ∈ D(A∗α), T (A∗α), T ∗(A∗α) – дотичний та кодотичний простори
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до A∗α, iндекс "−" позначає проекцiю дробового iнтегро-диференцiального опе-
ратора на пiдалгебру Лi Aα,−, iндекс "≤ 0" – проекцiю на пiдалгебру Лi Aα,− ◦
Dα ⊂ Aα, та iнварiантами Казимира γn(lα) = mα

n+mα

∫
R resD (resDα l(n+mα)/mα

α ◦
D−α)dx, n ∈ Z+.

Для згаданих вище операторiв lα, l̃α ∈ A∗α порядку mα ∈ N встановлено
iснування дробових диференцiальних операторiв Aα, Bα ∈ Aα,+ порядкiв rα =
mα + sα i sα вiдповiдно, таких що

lα = AαB
−1
α , l̃α = B−1

α Aα. (4)

Також показано, що оператори Aα, Bα ∈ Aα,+ задовольняють системи еволю-
цiйних рiвнянь у виглядi:

dAα/dtn = (Aα(∇γn(lα))−)+ − ((∇γn(l̃α))−Aα)+,

dBα/dtn = (Bα(∇γn(lα))−)+ − ((∇γn(l̃α))−Bα)+, n ∈ N. (5)

Рiвностi (4) задають перетворення Беклунда

P : (Aα, Bα) ∈ Aα × Aα 7→ (lα, l̃α) ∈ A∗α ⊕ A∗α. (6)

Теорема. Для кожного n ∈ N система еволюцiйних рiвнянь (5), задана на
пiдпросторi Aα,+ × Aα,+ ⊂ Aα × Aα, є бiгамiльтоновою вiдносно дужок Пуас-
сона {., .}L1 i {., .}L2 , що виникають в результатi редукування на Aα,+×Aα,+
дужок Пуассона {., .}L̄1

i {., .}L̄2
з вiдповiдними операторами Пуассона L̄1 =

(P ′)−1(Θ1 ⊕ Θ̃1)(P ′∗)−1 i L̄2 = (P ′)−1(Θ2 ⊕ Θ̃2)(P ′∗)−1, де оператор Пуассона
Θ2 : T ∗(A∗α) → T (A∗α), асоцiйований з дужкою Пуассона {., .}RR, дiє за прави-
лом Θ2 : ∇γ(lα) 7→ −[lα, (l∇γ(lα) +∇γ(lα)l)−] + l[lα,∇γ(lα)]≤0 + [lα,∇γ(lα)]≤0l
для будь-якого γ ∈ D(A∗α), Θ̃1, Θ̃2 – оператори Пуассона, якi породжують дуж-
ки Пуассона {., .}R i {., .}RR у точцi l̃ ∈ A∗α, P ′∗ : T ∗(A∗α⊕A∗α)→ T ∗(Aα×Aα) –
спряжений оператор до похiдної Фреше P ′ : T (Aα×Aα)→ T (A∗α⊕A∗α) перетво-
рення Беклунда (6), (P ′∗)−1 – обернений до нього оператор, та гамiльтонiанiв
H̄n ∈ D(Aα,+ × Aα,+) i 1

2
H̄n−1 ∈ D(Aα,+ × Aα,+) вiдповiдно, де

H̄n(Aα, Bα) := γn(lα)|
lα=AαB

−1
α

+ γn(l̃α)|
l̃α=B−1

α Aα
, n ∈ Z+.
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Перетворення Абеля–Пуассона формальних рядiв Ермiта та
його властивостi

Городецький Василь, Мартинюк Сергiй

v.gorodetskiy@chnu.edu.ua, s.martyniuk@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

При дослiдженнi багатьох задач аналiзу та математичної фiзики викори-
стовуються функцiональнi ряди, побудованi за ортонормованими системами
функцiй у рiзних гiльбертових просторах. Розв’язки таких задач зображаю-
ться у виглядi таких рядiв, пiдсумованих певними лiнiйними методами (Абеля–
Пуассона, Гаусса–Вейєрштрасса та iн.). Наприклад, розв’язок перiодичної за-
дачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi збiгається з перетворенням Гаусса–
Вейєрштрасса тригонометричного ряду початкової функцiї. З розвиненням те-
орiї узагальнених функцiй такi ряди стали ототожнюватись iз лiнiйними непе-
рервними функцiоналами, заданими на рiзних просторах узагальнених функцiй
(розподiлiвШварца, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй тощо [1]–[6]). Це дозволило
значно розширити область застосування таких рядiв, зокрема, у теорiї позитив-
них та негативних просторiв, якi будуються за невiд’ємними самоспряженими
операторами у гiльбертових просторах, спектри яких суто дискретнi. До таких
рядiв вiдносяться i формальнi ряди Ермiта, що будуються за ортонормованою
у L2(R) системою функцiй Ермiта. Такi ряди ототожнюються з неперервни-
ми функцiоналами, заданим на просторах типу S. Функцiї Ермiта є власними
функцiями гармонiйного осцилятора – невiд’ємного самоспряженого в L2(R)
оператора.

У цiй роботi дослiджуються властивостi перетворення Абеля–Пуассона фор-
мальних рядiв Ермiта (зокрема, властивiсть диференцiйовностi за параметром,
певнi граничнi властивостi). Знайдено явний вигляд функцiї, яка є ядром такого
перетворення, дослiдженi властивостi цiєї функцiї, дається застосування такого
перетворення при дослiдженнi розв’язностi задачi Кошi для певного рiвняння
з частинними похiдними, що вироджується.

1. Komatsu H. Hyperfunktions 1) Lect. Notes in Math. – 1973, V. 287. – P. 164.
2. Sato M. Theory of hyperfunktions. I // J. Fact. Univ. – Sect. I, 1959. – P. 133–

193.
3. Городецький В.В. Проблема локалiзацiї Рiмана : деякi аспекти та застосу-

вання. – Чернiвцi : Рута, 1998. – 256 с.
4. Городецький В.В. Множини початкових значень гладких розв’язкiв

диференцiально-операторних рiвнянь параболiчного типу. – Чернiвцi : Ру-
та, 1998. – 219 с.

5. Городецький В.В. Еволюцiйнi рiвняння в злiченно-нормованих просторах
нескiнченно диференцiйовних функцiй. – Чернiвцi : Рута, 2008. – 400 с.

6. Городецький В.В., Мартинюк О.В. Параболiчнi псевдодиференцiальнi рiв-
няння з аналiтичними символами у просторах типу S : Монографiя. – Чер-
нiвцi : Технодрук, 2019. – 280 с.
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Злiченнi кривi Пеано
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Добре вiдомо, що квадрат [0, 1]2 є неперервним образом вiдрiзка [0, 1], що
було вiдкрито Джузеппе Пеано ще у 1890 роцi [2]. Мотивацiєю до цього вiдкри-
ття для Пеано був класичний результат Ґеорґа Кантора про те, що множина
точок одиничного вiдрiзка має таку ж саму потужнiсть, як i множина точок
одиничного квадрату. Природно розглянути подiбну задачу для злiченних мно-
жин. А саме, дослiдити питання, чи є квадрат множини рацiональних чисел
своєрiдною ”кривою Пеано”, тобто, неперервним образом рацiональних чисел?
Крiм того, чи будуть ”кривими Пеано” квадрати iнших злiченних пiдмножин
числової прямої? Якi необхiднi i достатнi умови повинна задовольняти злiченна
пiдмножина X числової прямої, для того, щоб множина X2 була її неперервним
образом? Метою доповiдi є дати вiдповiдi на цi питання.

Будемо казати, що топологiчний простiр X має властивiсть Пеано, якщо
iснує таке неперервне вiдображення f : X → X2, що X2 = f(X). Топологiчний
простiр X є злiченно компактним [1], якщо кожна його нескiнченна множина
має граничну точку.

Теорема 1. Нехай X – злiченний метризовний простiр. Наступнi умови рiв-
носильнi:
(i) X не є злiченно компактним;
(ii) X має властивiсть Пеано.

Деякi промiжнi результати на цю тему також доповiдалися першим спiвав-
тором на науково-практичнiй конференцiї [3].

1. Engelking R. General Topology, Warsaw, 1986.
2. Peano G. Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane, Mathematische

Annale, 1890, 36 (1), 157–160.
3. Горошкевич С. Злiченна кривi Пеано, Мiжнародна науково-практична кон-

ференцiя ”Молодiжна наука заради миру та розвитку”, 9-11 листопада 2022
року, Чернiвцi, ЧНУ.
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Застосування воркшопiв та методу проєктiв при вивченнi
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У наш час знання i навички набувають усе бiльшої ваги, а тому методи на-
вчання постiйно розвиваються й удосконалюються. Пiд час навчання широко
використовується метод проєктiв у освiтi. Якщо на молодших курсах, зазвичай,
це iндивiдуальнi проєкти, то на середнiх та старших курсах – команднi. Вико-
ристання командних проєктiв пiд час навчання у галузi iнформацiйних техно-
логiй (IТ) має низку важливих переваг i стає ключовим елементом успiшної
пiдготовки фахiвцiв у цiй галузi, оскiльки команднi проєкти не лише дозво-
ляють студентам застосовувати ранiше набутi теоретичнi знання на практицi,
що дає їм практичний досвiд, а й навчають студентiв спiвпрацювати, обгово-
рювати iдеї, вирiшувати конфлiкти та приймати спiльнi рiшення. У IТ сферi
ефективна комунiкацiя та здатнiсть працювати в командi – це життєво важливi
навички. Команднi проєкти також допомогають студентам зрозумiти рiзнi ролi,
якi вони можуть виконувати в IТ-командi. Вони можуть випробувати себе як
розробники програмного забезпечення, тестувальники, бiзнес-аналiтики, i т. д.,
що допомагає їм обрати напрямок для подальшого розвитку.

IТ-проекти можуть бути творчими завданнями, що спонукає команди шу-
кати новi та нестандартнi шляхи для розв’язання технiчних завдань. Це сприяє
розвитку творчого мислення та здатностi долати труднощi. Крiм того, коман-
днi проєкти можуть передбачати роботу з реальними даними та задачами, що
вiдображають сучаснi виклики в IТ-сферi. Отже, працюючи в командах над
реальними проектами, студенти набувають досвiду, який допоможе їм легше
впоратися з вимогами ринку працi в майбутньому [1].

Однiєю з найбiльш ефективних стратегiй освiти є використання воркшопiв у
навчаннi, особливо в контекстi командної роботи. Воркшоп ("робоча майстер-
ня") – це iнтерактивний навчальний захiд, спрямований на досягнення кон-
кретної мети або навички через практичнi вправи, обговорення та спiвпрацю.
Воркшопи можуть бути використанi не лише у бiзнесi, а й у освiтi для спри-
яння навчанню, розвитку навичок та залучення учасникiв до активної участi.
Основна мета воркшопу при вивченнi IТ полягає в тому, щоб учасники отри-
мали практичнi знання i конкретнi технiчнi навички, а також мали можливiсть
їх вiдразу використовувати. Воркшоп може сприяти розв’язанню проблем, пiд-
вищенню ефективностi команди або стимулювати творчий процес [2].

Поєднання воркшопу та командної роботи може бути дуже ефективним
способом навчання, особливо в галузi iнформацiйних технологiй, де командна
спiвпраця має важливе значення. Учасники вчаться спiвпрацювати, слухати
одне одного та розробляти рiшення у групах, що розвиває навички комунiка-
цiї та лiдерства. Вони виробляють критичне мислення та умiння ефективно
взаємодiяти у командi, що є надзвичайно важливими як в академiчному, так
i в реальному життi. Ефективний воркшоп при вивченнi певного предмету в
галузi IТ вимагає детального планування, активної участi та взаємодiї з уча-
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сниками, а також практичного пiдходу до навчання. Для цього можна видiлити
декiлька занять пiдряд або об’єднати в один день. Головне, щоб учасники вор-
кшопу активно готувались до кожного наступного етапу i спiвпрацювали. Пiд
час воркшопу можна запропонувати навчальний мiнi-проєкт, де команди ма-
ють вирiшити конкретнi завдання. Залежно вiд ролi учасники кожної команди
вирiшують своє завдання. При цьому рекомендується обговорювати рiзнi варi-
анти розв’язання проблеми або завдання i вибирати найкращий спосiб дiї. Пiсля
завершення командних завдань воркшопу або його етапiв проводять обговоре-
ння i аналiз результатiв. Зворотний зв’язок щодо роботи команд є достатньо
важливим у навчаннi, оскiльки допомгагає зрозумiти помилки i в подальшому
їх уникати.

Навички командної роботи, отриманi студентами при виконаннi мiнi-проєкту
пiд час воркшопу пiд керуванням викладача допоможуть їм органiзувати й реа-
лiзувати власнi проєкти. У подальших воркшопах можна заохочувати студентiв
працювати в командах уже над власними проектами, якщо спiвпраця налаго-
джена. Проте слiд зауважити, що вiд викладача такi воркшопи вимагають не-
абиякої педагогiчної майстерностi.

Отже, воркшопи та командна робота стають необхiдними iнструментами для
досягнення високої ефективностi та збагачення навчального процесу. Вони на-
дають новi можливостi у сприйняттi, засвоєннi та розумiннi навчального ма-
терiалу, спонукаючи студентiв активно взаємодiяти, спiвпрацювати та вдоско-
налювати свої навички, а також виробляти iнновацiйнi iдеї та вчитися один у
одного.

1. Практика реалiзацiї педагогiчних проектiв: навчально-методичний посi-
бник до курсу / авт.-упоряд. I.В. Єгорова. – Iвано-Франкiвськ, 2021. – 112 с.

2. Наливайко Олексiй, Друганова Олена, Iваненко Людмила. Використа-
ння технологiї "Воркшоп"у роботi зi студентами класичних унiверси-
тетiв // THE PEDAGOGICAL PROCESS: THEORY AND PRACTICE
(SERIES: PEDAGOGY) – 2019. – № 3-4 (66-67). – С. 129–137. URL:
https://doi.org/10.28925/2078-1687.2019.3-4.129137
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Гнатюка

Вивчення динамiки популяцiй пов’язане з побудовою рiзних моделей чисель-
ностi, цi моделi часто є емпiричними i вимагають додаткового обґрунтування
або пiдбору невiдомих параметрiв. Не iснує жодної популяцiї, чисельнiсть якої
не зазнавала б змiн. Дискретнi значення цiєї величини можуть бути отриманi
з експериментальних даних (лабораторних або польових). При цьому завдан-
ня опису динамiки популяцiї приводить до аналiзу дискретної системи (модель
Мальтуса, модель Ферхюльста, модель Рiкера тощо). Вiдомо, що бiологiчнi па-
раметри популяцiї з плином часу змiнюються пiд впливом клiматичних умов,
обмеженостi ресурсiв харчування та iнших факторiв довкiлля. Тому в роботi
розглядається дослiдження динамiки популяцiї з використанням моделi Фер-
хюльста.

Метою роботи є дослiдження процесiв змiни динамiки окремої популяцiї в
рамках моделi Ферхюльста, а саме – побудова моделi на основi рiвняння по-
пуляцiйної динамiки з використанням знань про екологiю виду i розрахунок
прогнозу розвитку популяцiї на 7 рокiв (враховуючи рiвень браконьєрства i
рiзну оцiнку густини угiдь).

Iдея Ферхюльста полягала в накладаннi на экспоненцiальний рiст, який ви-
ражений формулою, деякого фактору, що характеризує уповiльнення, i який
збiльшується з ростом популяцiї. Найпростiше iз можливих припущень, поля-
гає в тому, що степiнь уповiльнення росту для одного iндивiдуму пропорцiйна
розмiру популяцiї, тобто загальна швидкiсть росту рiвна не r, а r(1˘N/K), i
визначає уповiльнення росту. В цьому випадку логiстичне диференцiальне рiв-
няння набуде такого вигляду

dN

dt
= rN − rN2

K
= rN

(
1− N

K

)
,

де K – константа, верхня асимптота для S-подiбної кривої. Iтерацiйний крок
для розрахункiв – 1 рiк. Формально розрахунок по моделi Ферхюльста з ура-
хуванням просторового розподiлу всiх параметрiв виглядає так:

N(t+ 1) =

m∑
i=0

N(t)i ∗

{
1 +

m∑
i=0

r(t)i ∗
(

1−
∑m
i=0 N(t)i∑m
i=0 K(t)i

)}
,

де m – загальна кiлькiсть просторових комiрок, на якi розбита площа дослi-
дження. У формулi використовуються параметри r(t) i K(t). У загальному ви-
падку будемо вважати, що цi параметри не тiльки просторово розподiленi, але
є функцiями вiд часу, таким чином ми маємо можливiсть закладати змiну цих
параметрiв внаслiдок змiни параметрiв середовища або факторiв стороннього

178



впливу на популяцiю. Наприклад, в параметрi К передбачається враховува-
ти фактори стороннього впливу (змiна ситуацiї з кормовою базою, боротьба з
бракон‘єрством) передбачають враховувати при розрахунках коефiцiєнту смер-
тностi в популяцiї. Цей коефiцiєнт прогнозованої смертностi буде коливатися
в залежностi вiд рiвня охорони тої чи iншої територiї i змiнюватися з року в
рiк, якщо буде вибраний сценарiй посиленої охорони. Загальна формула для
розрахунку окремого осередку грiда виглядає так:

N(t+ 1)i = N(t)i ∗
{

1 + r(t)i ∗
(

1− N(t)i
K(t)i

)}
.

Застосування моделi для розрахунку динамiки чисельностi популяцiї ди-
ких кабанiв дало хорошi результати за перiод з 2019 по 2026 роки. Отриманi
в результатi обчислення значення або вiдповiдали даним спостереження, або
вiдрiзнялися вiд них з незначною похибкою, фiксуючи збiльшення чисельностi
за 10 рокiв приблизно в 5 раз. Картина змiнилася для останнього перiоду спо-
стережень. Модель дала чергове збiльшення чисельностi за 7 рокiв в 4 рази,
тодi як данi дослiдження показали тенденцiю до стабiлiзацiї чисельностi попу-
ляцiї. Очевидно, цей факт можна пояснити тривалим вирубуванням лiсу. Пiсля
2019 року, згiдно моделi, деякий час продовжувався рiст чисельностi популяцiї.
В 2023 роцi результати дослiдження узгоджуються з останнiми даними облiку.
Пiсля 2025 року чисельнiсть популяцiї кабана дикого мала би збiльшуватися з
подальшою стабiлiзацiєю. Для всiх лiсництв ДП «Чорткiвський лiсгосп» кiль-
кiсть кабанiв в 2019 роцi складає 115 особин, цю кiлькiсть ми можемо закласти
в модель як початкову. За результатами роботи програми, через яку реалiзуємо
модель, бачимо, що стабiлiзацiя кiлькостi особин популяцiї вiдбудеться через 17
рокiв.

1. Литвинова С.Г. Використання систем комп’ютерного моделювання для
проектування дослiдницьких завдань // Фiзико-математична освiта – 2018.
– 15, № 1. – С. 83–89.

2. Маценко В.Г. Математичне моделювання: навчальний посiбник. – Чернiвцi:
Чернiвецький нацiональний унiверситет, 2014. –519 с.

3. Balyk N., Grod I., Vasylenko Y., Oleksiuk V., Rogovchenko Y. Project-based
learning in a computer modelling course// Journal of Physics: Conf. Ser. 2021.
Vol. 1840 e012032. URL: http://doi.org/10.1088/1742–6596/1840/1/012032/
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Проєктна дiяльнiсть на уроках математики у 6 класi
Грудей Яна, Лучко Вiкторiя

hrudei.yana@chnu.edu.ua, viktoria.luchko@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Метод проєктiв у навчальнiй дiяльностi дозволяє заповнити частину недолi-
кiв традицiйної школи. Так, використання цього методу дозволяє повною мiрою
продемонструвати мiжпредметнi зв’язки математики, що сприяє розвитку iн-
тересу до предмета.

Педагог, використовуючи елементи проєктної дiяльностi пiд час навчання,
не тiльки вчить, а скорiше допомагає вчитися, спрямовує пiзнавальну дiяльнiсть
свого учня. Навчальний проєкт дозволяє формувати метапредметнi знання, умi-
ння, компетентнiсть. Активна дiяльнiсть учнiв у виконання проєкту забезпечує
досягнення розвиваючих цiлей навчання: знання добуваються самими учнями,
а не передаються вiд вчителя у готовому виглядi. У ходi спiльної роботи вчите-
ля та учнiв вiдбувається становлення самостiйної творчої навчальної дiяльностi
учнiв. Вирiшуючи реальнi життєвi завдання, вони опановують шкiльнi знання
i набувають досвiду вирiшення проблем.

Оскiльки створення проєктiв стало обов’язковим видом дiяльностi учнiв, якi
навчаються за Державним стандартом базової середньої освiти, багато сучасних
педагогiв намагаються запроваджувати проєктнi форми органiзацiї навчання.
Проте вчителi зiштовхуються у своїй роботi з великими труднощами. Адже ор-
ганiзовувати навчання методом проєктiв потрiбно тим, кого навчали у тради-
цiйнiй школi. На жаль, не iснує "унiверсального"рецепту, як це робити. Кожен
вчитель методом спроб i помилок набуває свого унiкального досвiду, поповнює
свою скарбничку новими цiкавими методичними розробками.

В рамках сучасної освiти на багатьох уроках, у тому числi на математицi,
важливо навчити дiтей самостiйно шукати iнформацiю, висувати припущення,
наводити аргументи та доведення. Одне з головних завдань сучасної школи -
створення повноцiнних та необхiдних умов для формування активної життєвої
дитини, її особистiсного розвитку. Державнi стандарти загальної освiти ново-
го поколiння вносять значнi змiни до структури та змiсту, мети та завдання
освiти, змiщують акценти з одного завдання, надати учневi знання, на iнше -
сформувати у дитини загальнонавчальнi вмiння та навички як основу навчаль-
ної дiяльностi. Це уможливлює проєктна дiяльнiсть. Тому що в процесi роботи
над проєктом дитина зможе оцiнити наявнi знання, сама почне активно дiяти,
заповнюючи нестачу знань та пiдключаючи до цього процесу вчителя як бiльше
знаючого та досвiдченого партнера.

Поступово учнi опановують способи та прийоми, необхiднi для ведення про-
єктної дiяльностi: планувати роботу, передбачати результат, використовувати
рiзнi джерела iнформацiї (книги, фiльми, iнтернет тощо), самостiйно вiдбирати
та накопичувати матерiал, аналiзувати, аргументувати думку, самостiйно при-
ймати рiшення, грамотно взаємодiяти один з одним - розподiляти обов’язки,
адекватно оцiнювати себе та iнших.

Розглянемо декiлька проєктiв, якi можна застосувати на уроках та факуль-
тативних заняттях з математики для учнiв 6 класу.
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Наприклад, при вивченнi теми "Вiдношення можна запропонувати учням
розв’язати таку задачу: Один з найулюбленiших зимових салатiв українцiв - це
вiнегрет, разом iз буряковим салатом та квашеною капустою. Яскравий, пожив-
ний та простий у приготуваннi, вiнегрет стане в нагодi як до звичайної вечерi,
так i до святкового столу. Найсмачнiший вiнегрет виходить, якщо взяти насту-
пнi iнгредiєнти: 5 картоплин; 3 моркви; 3 буряки; 1 цибулина; 2 солоних огiрка;
100 г квашеної капусти; 100 г вареної квасолi; сiль, перець за смаком; 3 столо-
вi ложки соняшникова олiя. Знайти вiдношення в якому потрiбно взяти овочi.
Побудувати кругову дiаграму за отриманими даними.

Також при вивченнi теми "Координатна площина можна запропонувати учням
вiдтворити вiзерунок вишиванки, який притаманний саме нашому регiону, а та-
кож створити свiй власний вiзерунок за допомогою координат точок на площи-
нi.

Можна провести бiнарне заняття з вчителем трудового навчання, на якому
учнi можуть приготувати вiнегрет i навiть вишити свiй власний вiзерунок.

Отже, проєктна дiяльнiсть на уроках математики в ЗЗСО дає змогу нако-
пичити бiльше знань у порiвняннi зi стандартною освiтою.

1. Бiлик Т. С., Казьмiрчук Н. С. Особливостi органiзацiї проєктної дiяльностi
на уроках математики // Науковi записки. Серiя: Педагогiка i психологiя
: зб. наук. праць. -– Вiнниця: Твори, 2020. — Вип. 61. — С. 18–23
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Необхiдна i достатня ознака iснування внутрiшнього часу на
орiєнтованiй множинi

Грушка Ярослав

grushka@imath.kiev.ua
Iнститут математики НАН України

Поняття орiєнтованої множини є базовим найелементарнiшим технiчним
поняттям теорiї мiнливих множин, необхiдним для формулювання загального
означення мiнливої множини.

Означення 1. Орiєнтованою множиною називається довiльна реляцiйна си-
стема з одним рефлексивним бiнарним вiдношенням, тобто упорядкована пара
видуM =

(
Bs(M),←

M

)
, де ←

M
— рефлексивне бiнарне вiдношення на Bs(M).

У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множину M йде мова, в по-
значеннi ←

M
символM будемо опускати, вживаючи позначення “←”. Множи-

ну Bs(M) будемо називати базовою, або множиною всiх елементарних станiв
орiєнтованої множини M, а вiдношення ← будемо називати напрямним вiд-
ношенням змiн (трансформацiй)M.

Орiєнтованi множини можна трактувати як найпримiтивнiшi абстрактнi мо-
делi сукупностей мiнливих об’єктiв, що еволюцiонують в рамках однiєї (фiксо-
ваної) системи вiдлiку. Також орiєнтованi множини є найпростiшими матема-
тичними структурами, на яких можна ввести поняття часу.

Означення 2. Нехай, M — орiєнтована множина i T = (T,≤) — лiнiйно
упорядкована множина. Вiдображення ψ : T→ 2Bs(M) називається часом на
M, якщо виконуються такi умови:

1) Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент t ∈ T
такий, що x ∈ ψ(t).

2) Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 6= x2, то iснують елементи t1, t2 ∈ T
такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має мiсце часова роздiльнiсть
послiдовних неоднакових елементарних станiв).

При цьому елементи t ∈ T будемо називати моментами часу, а пару
H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) будемо називати хронологiзацiєю M.

Наступна мета — дати означення внутрiшнього часу на орiєнтованiй множи-
нi, тобто часу, який можна фiксувати “засобами”, що знаходяться “всерединi”
орiєнтованої множини.

Позначення 1. На довiльнiй орiєнтованiй множинi M введемо додатково
наступне бiнарне вiдношення. Для довiльних x, y ∈ Bs(M) будемо позначати
y

+←
M
x тодi i тiльки тодi, коли y←

M
x i x 66←

M
y. У випадках, коли не виникає непо-

розумiнь замiсть позначення y +←
M
x будемо використовувати позначення y

+←x.

Означення 3. Нехай M — орiєнтована множина. 1) Будемо говорити, що
множина B ⊆ Bs(M) монотонно послiдовна множинi A ⊆ Bs(M) в орiєн-
тованiй множинi M, якщо iснують такi елементи x ∈ A i y ∈ B, що y +←

M
x.
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В цьому випадку будемо використовувати позначення позначення B←(+)
M

A.

2) Нехай Q ⊆ 2Bs(M) — деяка система пiдмножин множини Bs(M). Будемо
говорити, що множина B ∈ Q транзитивно монотонно послiдовна мно-

жинi A ∈ Q вiдносно Q (використовуючи позначення B
Q
�(+)
M

A), якщо iснує

така послiдовнiсть множин C0, C1, · · · , Cn ∈ Q (n ∈ N), що C0 = A, Cn = B i
для довiльного k ∈ 1, n має мiсце спiввiдношення, Ck←(+)

M
Ck−1.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова

в позначеннях ←(+)
M

i
Q
�(+)
M

символ M будемо опускати, вживаючи, замiсть

них позначення ←(+) i
Q
�(+) вiдповiдно.

Означення 4. НехайM — орiєнтована множина, а ψ : T→ 2Bs(M) — час на
M (заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤)).

Вiдображення h : T → 2Bs(M) будемо називати хронометричним про-
цесом (для часу ψ), якщо:

1) h(t) ⊆ ψ(t) для довiльного t ∈ T.
2) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i h(t) 6= h(τ), де h(T) = {h(t) | t ∈ T};

Час ψ на орiєнтованiй множинiM будемо називати внутрiшнiм, якщо
для цього часу iснує хоч один хронометричний процес.

Iнтуїтивний змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на
орiєнтованiй множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в межах цiєї орiєн-
тованої множини, використовуючи хронометричний процес в якостi “годинни-
ка”, а стани хронометричного процесу в якостi “iндикаторiв моментiв часу”.

Виявляється, що найпростiше розв’язується питання про iснування внутрi-
шнього часу на статичнiй орiєнтованiй множинi.

Означення 5. Орiєнтовану множинуM будемо називати статичною, якщо
для довiльних x, y ∈ Bs(M) умова y←x має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
x = y. Орiєнтовану множинуM будемо називати нестатичною, якщо вона
не є статичною.

Нехай M — статична орiєнтована множина. Розглянемо довiльну одноеле-
ментну лiнiйно упорядковану множину (наприклад T = {1} зi стандартним
порядком на множинi натуральних чисел, який в даному випадку задається
єдиним спiввiдношенням 1 ≤ 1). Покладемо

ψst (t) := Bs(M) (t ∈ T). (1)

Можна довести, що вiдображення ψst : T → 2Bs(M) є внутрiшнiм часом на M
з хронометричним процесом

hst(t) = Bs(M) = ψst(t) (t ∈ T). (2)
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Час ψst, побудований в формулi (1) (на одноелементнiй лiнiйно упорядкованiй
множинi) будемо називати тривiально-статичним часом на орiєнтованiй
множинiM. Таким чином:

Теорема 1. В статичнiй орiєнтованiй множинi завжди iснує (тривiально-
статичний) внутрiшнiй час.

Також нескладно переконатися, що в статичнiй орiєнтованiй множинi мо-
же iснувати лише тривiально-статичнiй внутрiшнiй час. Отже, нетривiальним
залишається питання про iснування внутрiшнього часу в нестатичних орiєнто-
ваних множинах. Теорема нижче дає розв’язок цього питання, а також питання
про iснування невпинноно внутрiшнього часу. Для формулювання цiєї теореми
сформулюємо спочатку означення невпинного часу.

Означення 6. Час ψ : T→ 2Bs(M) на орiєнтованiй множинiM (де (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина) будемо називати невпинним, якщо не iснує
моментiв часу t1, t2 ∈ T таких, що t1 < t2 i для довiльного t ∈ T такого, що
t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце рiвнiсть ψ(t) = ψ (t1).

Теорема 2. Для довiльної нестатичної орiєнтованої множини M наступнi
твердження рiвносильнi:
It1 НаM iснує внутрiшнiй час.
It2 НаM iснує невпинний внутрiшнiй час.
It3 Iснує хоч одна пара елементiв x, y ∈ Bs(M) така, що y +←x.

Зауваження Iснують приклади, якi показують, що якщо орiєнтована мно-
жина задовольняє умову It3 теореми 2, то невпинний внутрiшнiй час на нiй
визначається, взагалi кажучи, неоднозначно.
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Активiзацiя пiзнавальної дiяльностi учнiв при вивченнi
математики за допомогою мобiльних додаткiв

Довгей Жанна

zh.dovghey@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Вченi прогнозують, що це столiття стане столiттям глобальної комп’ютерi-
зацiї життя та виробництва. А в сучасному свiтi гаджети вже стали невiд’ємною
частиною життя людини. У зв’язку iз тим, що мобiльнi пристрої та планшети на
базi операцiйної системи почали широко використовуватися в освiтньому проце-
сi, виникло поняття "мобiльного навчання"(mobile learning) i вiдноситься воно
як до використання мобiльних, а також i портативних IТ-пристроїв, зокрема,
кишенькових комп’ютерiв PDA (Personal Digital Assistants), мобiльних телефо-
нiв та смартфонiв, а також i планшетних ПК, що працюють пiд управлiнням
операцiйної системи (наприклад, iOS, Android, Windows Phone), такi що пiд-
тримують роботу в мобiльних мережах i технологiю Wi-Fi. Цi пристрої дають
змогу створювати та вiдкривати мультимедiйнi файли, також обмiнюватися iн-
формацiєю в освiтнiх цiлях, через мережу Iнтернет, надають доступ до адапто-
ваних навчальних i довiдникових ресурсiв, спецiалiзованих сайтiв, що мiстять,
як онлайн-тести, так i теоретичний матерiал та практичнi завдання.[1]

Розвиток та широке використання мобiльних "девайсiв"призводить до ство-
рення, розвитку та вдосконалення мобiльних додаткiв. Мобiльний додаток –
це автономний програмний продукт, розроблений спецiально для мобiльних
пристроїв iз метою оптимiзувати вирiшення якоїсь проблеми або завдання в
життi користувача. Мобiльний додаток розробляється спецiально пiд задану
платформу (Android, Windows Phone або iOS), розповсюджується через спецi-
альнi магазини додаткiв (Apple App Store, Google Play, Windows Phone Store) i
встановлюється на пристрiй також, як i комп’ютерна програма.[1]

Цiкавий додаток "Калькулятор дробiв iз розв’язками"може стати надiйним
помiчником при вивченнi та запам’ятовуваннi дiй над дробовими числами, а
також для порiвняння рiзних числових виразiв, що мiстять як звичайнi, так i
десятковi дроби. Цей додаток пiдтримує українську мову та окрiм результату
дiй над дробами надає при потребi покроковий алгоритм розв’язування при-
кладу та наводить попереднi розрахунки. Окрiм вище згаданого калькулятору
є великий вибiр iнших калькуляторiв, зокрема, iз можливiстю побудови графi-
кiв функцiй – Desmos Graphing Calculator.

Додаток "Математичнi хитрощi як зазначають користувачi, тренує мозок
та робить його бiльш пластичним, дозволяє проходити гру як самому, так i
спiльно iз iншими користувачами та супроводжується багатьма математичними
загадками.

При закрiпленнi знань та навичок, пов’язаних iз числами, множинами, си-
стемами рiвнянь, квадратичними функцiями, многочленами, числовими послi-
довностями, логарифмами, тригонометричними функцiями, границями фун-
кцiй, похiдними, комбiнаторними задачами, теорiєю ймовiрностi, статистикою
та логiкою доцiльним стане використання додатку "Математика: Генератор
завдань який згенерує на обрану тему приклади, продемонструє результат та
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розв’язання, а також наведе теоретичний матерiал стосовно конкретного при-
кладу.

Окремо хочеться видiлити навчальнi додатки, що слугують мобiльними до-
вiдниками з математики. Зокрема, додаток "Пiфагор"мiстить 5 роздiлiв: ал-
гебра, тригонометрiя, математичний аналiз, теорiя ймовiрностi та дискретна
математика та "Математика: формули+тести що складається iз 4 роздiлiв: ал-
гебри, геометрiї, теорiї множин та комбiнаторики та початкiв аналiзу. А мобiль-
ний додаток "Формули"мiстить приблизно 750 основних математичних формул.

Є додатки, такi, як "Algebrator-step-by-stepsolver "Math "Mathway якi, за до-
помогою камери телефону зчитують приклад написаний вiд руки чи надруко-
ваний, i наводять всi етапи розв’язання рiвнянь або побудови графiкiв функцiй.

Додаток "XSection який навчить будувати многогранники та їх перерiзи,
стане незамiнним помiчником при вивченнi стереометрiї.

В [2] дослiдженно особливостi використання мобiльного навчання у пiдго-
товцi бакалаврiв математики. Для вивчення вищої математики може пiдiйти,
наприклад, "MathHelper". Функцiонал додатка включає в себе лiнiйну алгебру
(дiї над матрицями, розв’язування систем лiнiйних рiвнянь), векторну алгебру
(вектори та фiгури), теорiю ймовiрностi, числа та послiдовностi.

1. Бiлоус В. В. Мобiльнi навчальнi додатки в сучаснiй освiтi. Освiтологiчний
дискурс. – 2018. – № 1–2 (20–21). – С. 353–362.

2. Самойленко О. М. Особливостi використання мобiльного навчання у пiдго-
товцi бакалаврiв математики. Вiсник Житомирського державного унiвер-
ситету iменi Iвана Франка. – 2015. – № 3 (81). – С. 19–23.
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Усереднення для стохастичних
диференцiально-функцiональних рiвнянь з врахуванням

зовнiшнiх збурень типу випадкових величин
Дорошенко Iрина

i.doroshenko@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

В роботi отриманi достатнi умови усереднення для СДФР зi скiнченною
пiслядiєю пiд дiєю зовнiшнiх збурень типу випадкових величин. Результати но-
сять теоретичний характер.

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F , {F?, t ≥ 0} ,P ) задано СДФР при ви-
падкових зовнiшнiх збуреннях

dx(t, ω) = ε [ϕ(ω)a (t, xt) dt+ ψ(ω)b (t, xt) dw(t, ω)] (1)

за початковою умовою

x(t+ θ) = β(θ) |t=0 при θ ∈ [−r; 0]. (2)

Тут xt ≡ {x(t + θ)} при θ ∈ [−r; 0]; a(·, ·), b(·, ·) – вимiрнi вiдображення R+ ×
D → Rn, що задовiльняють глобальну модифiковану умову Лiпшиця та умову
рiвномiрної обмеженостi. Будемо використовувати рiвномiрну метрику

‖α‖ = sup
−r≤θ≤0

|α(θ)|. (3)

Для α ∈ D([−r; 0]) позначимо на функцiю α̂ ≡ α(0). x̂t = x(t) для всiх θ ∈ [−r; 0].
Поряд з СДФР (1) розглянемо рiвняння

dy(t, ω) = ε[ϕ(ω)â(t, y(t, ω)dt+ ψ(ω)b̂(t, y(t, ω)dw(t, ω)] (4)

за початковими умовами (2).
Тут â(t, y(t)) ≡ a (t, ŷt); b̂(t, y(t)) ≡ b (t, ŷt); ϕ(ω), ψ(ω) – попарно незалежнi

випадковi величини вiд вiнеревського процесу w(t, ω) на t ∈ [0,∞).
Нехай виконуються умови I-VII [3] та iснує

lim
T→∞

1

T

s+T∫
s

K1â(t, x)dt = ǎ(x). (5)

Поряд з СДФР (4) розглянемо рiвняння усередненого руху

dx̄(t, ω)

dt
= ϕ(ω)ǎ(x̄(t, ω)) (6)

aбo
dx̄(t) = K1ǎ(x̄(t)), (7)

де K1 ≡ sup
ω∈Ω
|ϕ(ω)|.
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Перш нiж оцiнити нормовану рiзницю

ηε(t) =
1√
ε

[
x

(
t

ε
, 0, α

)
− x (t, 0, α(0))

]
, (8)

доведемо допомiжне твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови глобальної модифiкованої умови Лi-
пшиця та умови рiвномiрної обмеженостi для функцiй a(t, x), b(t, x), то для
всiх ε ∈ (0, ε0), α ∈ D[−r; 0], K1, K2 > 0 та T > 0, то має мiсце нерiвнiсть

E

{
sup

0≤s≤T
K∗ |x(t, 0, α)− y(t, 0, α(0))|2

}
≤ g (ε, T,K∗) ε2 (‖α‖+ β2) , (9)

де g (ε, T,K∗) задовольняє умову lim
ε→∞

g (ε, T/ε,K∗) = c(T ) <∞.

Теорема 2. Нехай виконанi умови теореми 1 та крiм того: А) вiдображе-
ння a(t, β) двiчi неперевно диференцiйоване за Фреше за другим аргументом,
причому друга похiдна задовольняє умову Лiпшиця рiвномiрно по t∣∣∣∣∂2a (t, β1)

∂β∗1
− ∂2a (t, β2)

∂β∗2

∣∣∣∣ ≤ L1 ‖β2 − β1‖ ,

В) для довiльного розв’язку (9) при всiх t ∈ [0, T ] виконується спiввiдноше-
ння:

lim
ε→∞

1√
ε

t∫
0

K1

[
a
(τ
ε
, ˆ̄xτ
)
− ă(x̄(τ))

]
= 0;

lim
ε→∞

K1

t∫
0

∇â
(τ
ε
, ˆ̄x(τ)

)
dτ =

t∫
0

g(τ)dτ ;

lim
ε→∞

T∫
0

K2
2

b(τ
ε
, ˆ̄xτ
)
bT
(τ
ε
, ˆ̄xτ
)

=

t∫
0

f(τ)fT (τ)dτ,

де g(t) та f(t) – неперевнi матричнi функцiї, â(t, x) ≡ a(t, β̂) |β(0)=x.
Тодi при ε → 0 нормована рiзниця слабо збiгається до розв’язку неоднорi-

дного стохастичного рiвняння

dη(t, ω) = ϕ(ω)g(t)η(t, ω) + ψ(ω)f(t)dw(t, ω).

1. Королюк В.С., Царков Є.Ф., Ясинський В.К. Ймовiрнiсть, статистика та
випадковi процеси. Теорiя та комп’ютерна практика. В 3-х томах. Т.3 :
Випадковi процеси. Теорiя та комп’ютерна практика. – Чернiвцi : Золотi
литаври, 2009. – 782 с.

2. Скороход А.В. Асимптотические методы теории стохастических дифферен-
циальных уравнений. – Киев : Наук. думка, 1987. – 328 с.

3. Yasinsky V.K., Doroshenko I.V. Asymptotics of solutions of diffusion stochastic
differential-functional systems with a small parameter under the action of
external random variables // Sworld Jornal, Issue No11, Part 2, January, 2022.
– P. 62-71.
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Про класичнiсть узагальнених розв’язкiв неоднорiдних
крайових задач для параболiчних систем другого порядку

Дяченко Олександр

ol_v_dyachenko@ukr.net
Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний

iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

З початку 2010-х рокiв в теорiї параболiчних задач почали iстотно викори-
стовувати узагальненi анiзотропнi простори Соболєва Hs,s/(2b);ϕ [1, 2, 3]. Вони
параметризуються парою дiйсних чисел s, s/(2b) та повiльно змiнною на не-
скiнченностi за Карамата функцiєю ϕ. Остання дозволяє бiльш тонко характе-
ризувати регулярнiсть функцiй, належних цим просторам, нiж це можна ро-
бити в межах класичних просторiв Соболєва. Тому використання узагальнених
просторiв Соболєва дає можливiсть отримати бiльш тонкi умови класичностi
узагальненого розв’язку параболiчної задачi порiвняно iз соболєвськими про-
сторами. У доповiдi обговоримо такi умови для параболiчної за Петровським
системи диференцiальних рiвнянь другого порядку з неоднорiдними початкови-
ми та крайовими умовами [3]. Версiю цього результату для скалярного випадку
наведено в монографiї [1, п.3.5].

Нехай Ω := G × (0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ × (0, τ) — його
бiчна поверхня. Тут G – обмежена область в Rn з нескiнченно гладкою межею
Γ := ∂G, дiйсне число τ > 0. У цилiндрi Ω розглянємо задачу:

∂tuj(x, t) +

N∑
k=1

∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)Dα
xuk(x, t) = fj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ Ω i j ∈ {1, . . . , N};

(1)

N∑
k=1

∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)Dα
xuk(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ S i j ∈ {1, . . . , N};

(2)

uj(x, t)
∣∣
t=0

= hj(x) для всiх x ∈ G i j ∈ {1, . . . , N}. (3)

Тут натуральне N ≥ 2, всi числа lj ∈ {0; 1}; всi коефiцiєнти aαj,k i bαj,k є нескiн-
ченно гладкими комплекснозначними функцiями. Покладемо

Sε := {x ∈ Ω : dist(x, S) < ε}, Gε := {x ∈ Ω : dist(x,G) < ε},

де число ε > 0. Позначимо l0 := max{l1, . . . , lN}, u := (u1, ..., uN ).
Узагальнений розв’язок u з соболєвського простору

(
H2,1(Ω)

)N задачi (1)–
(3) називаємо класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi вектор-функцiї
u = u(x, t) задовольняють такi три умови:
(a) Dα

x∂
β
t u неперервна на Ω, якщо 0 ≤ |α|+ 2β ≤ 2;

(b) Dα
xu неперервна на Sε ∪ S для деякого числа ε > 0, якщо 0 ≤ |α| ≤ l0;

(c) u неперервна на Gε ∪G для деякого числа ε > 0.
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У цьому означеннi наведено мiнiмальнi умови, за яких лiвi частини задачi об-
числюються за допомогою неперервних класичних похiдних i слiдiв вектор-
функцiї u. Означення функцiональних просторiв, використаних у формулю-
ваннi наступної теореми, див. [1, c.130] або [3, п.3].

Теорема. [3, теорема 4] Припустимо, що u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є узагальненим
розв’язком параболiчної задачi (1)–(3), правi частини якої задовольняють такi
умови:

(f1, . . . , fN ) ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)N∩
∩
(
H
l0−1+n/2, l0/2−1/2+n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)N∩
∩
(
H
−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ
loc (Gε, G)

)N
,

(4)

(g1, . . . , gN ) ∈
N⊕
j=1

H
l0+n/2−lj+1/2, l0/2+n/4−lj/2+1/4;ϕ

loc (S,∅), (5)

(h1, . . . , hN ) ∈
(
H
n/2;ϕ
loc (G)

)N (6)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈ M, що задовольняє iнтегральну
умову

∞∫
1

dr

r ϕ2(r)
<∞. (7)

Тодi розв’язок u = u(x, t) класичний.

Вiдмiтимо, щоб висновок теореми залишився правильним у випадку про-
сторiв Соболєва ϕ = 1 (умова (7) не виконується), треба у включеннях (4)–(6)
збiльшити числовi показники регулярностi всiх просторiв на деяке число δ > 0.
Це робить результат бiльш грубим.

1. Лось В. М., Михайлець В. А., Мурач О. О. Параболiчнi граничнi задачi
та узагальненi простори Соболєва. – Київ: Наукова думка, 2023. – 162 с.
(препринт arXiv:2109.03566)

2. Diachenko O., Los V. Some problems for Petrovskii parabolic systems in
generalized Sobolev spaces // J. Elliptic Parabol. Equ. – 2022. – 8. – P. 313–329.

3. Diachenko O., Los V. Regular conditions for the solutions to some parabolic
systems // Ukrainian Math. Journal. - 2023. - 74, no. 8. - P. 1263-1274.
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Асимптотична поведiнка розв’язкiв одного класу нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь четвертого порядку

Євтухов В’ячеслав, Голубєв Сергiй

evmod@i.ua, sergii.golubev@stud.onu.edu.ua
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

Розглядається двочлене неавтономне диференцiальне рiвняння четвертого
порядку виду

y(4) = α0p0(t)[1 + r(t)]eσy (σ 6= 0), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p0 : [a, ω[−→]0,+∞[ – неперервна, або неперервно диференцi-
йовна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞, r : [a, ω[−→] − 1,+∞[-неперервна фун-
кцiя така, що limt↑ω r(t) = 0. Неважко помiтити, що в цьому рiвняннi функцiя
eσy (σ 6= 0) є швидко змiнною функцiєю при y → Y0 = ±∞ При цьому у якостi
околiв ∆Y0 точок Y0 = ±∞ можемо обирати промiжки

∆Y0 =

[
]0,+∞[, якщо Y0 = +∞,
]−∞, 0[, якщо Y0 = −∞,

При дослiдженнi рiвнянь з експоненцiальною нелiнiйнiстю, якi проводилося в
роботах Євтухова В.М., Дрiк Н.Г.[1], Євтухова В.М., Шинкаренко В.М.[2], Єв-
тухова В.М., Харькова В.М.[3] були розробленi методи дослiдження асимпто-
тичної поведiнки класу розв’язкiв, якi визначаються через експоненцiальну не-
лiнiйнiсть, що не зовсiм є природним. Найбiльш природним представляється
встановлення асимптотичних властивостей тих розв’язкiв, якi дослiджувалися
ранiше при розглядi диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiй-
ностями, а саме, так званих, Pω(Y0, λ0)-розв’язкiв. Таким чином, для рiвняння
(1) отримуємо наступне означення. Розв’язок y диференцiального рiвняння (1)
називається Pω(Y0, λ0)-розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений
на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступним умовам

y(t) ∈ ∆Y0 при t ∈ [t0, ω[, lim
t↑ω

y(t) = Y0 = ±∞,

lim
t↑ω

y(k)(t) =

[
або 0,
або ±∞, (k = 1, 2, 3), lim

t↑ω

[y(3)(t)]2

y(2)(t)y(4)(t)
= λ0.

В данiй роботi дослiджується випадок, коли λ0 ∈ R \
{

0, 1
2
, 2

3
, 1
}

(неособли-
вий випадок). Для цього уведемо додатковi допомiжнi позначення K(λ0) =

(λ0−1)3

λ0(2λ0−1)
, J0(t) =

t∫
A0

π3
ω(τ)p0(τ) dτ, J1(t) =

t∫
A1

p0(τ)
J0(τ)

dτ, Ji(t) =
t∫
Ai

Ji−1(τ)dτ (i =

2, 3), Y (t) = − 1
σ

ln(α0(− 1
σ

)K(λ0)J0(t)), q(t) = Y ′(t)
α0J3(t)

. Де границя iнтегрува-
ння Ai дорiвнює або ω або сталiй i визначається таким чином, щоб iнтеграл
прямував або до 0 або до ±∞. Для рiвняння (1) справедливими є наступнi двi
теореми.

Теорема 1. Нехай λ0 ∈ R \
{

0, 1
2
, 2

3
, 1
}
. Для iснування у диференцiального

рiвняння (1) Pω(Y0, λ0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались нерiвностi

α0ν0λ0(2λ0 − 1)(3λ0 − 2) > 0, α0ν1K(λ0)πω(t) > 0, при t ∈]a, ω[ (2),
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i наступнi умови

α0σK(λ0)J0(t) < 0 при t ∈]a, ω[, lim
t↑ω

πω(t)J ′0(t)

J0(t)
= ±∞, (3)

lim
t↑ω

πω(t)J ′1(t)

J1(t)
=

1

λ0 − 1
, lim

t↑ω
q(t) = 1 (4)

причому кожний такий розв’язок допускає при t ↑ ω наступнi асимптотичнi
зображення

y(t) = − 1

σ
ln(α0(− 1

σ
)K(λ0)J0(t)) + o(1) при t ↑ ω,

y(k)(t) = α0J4−k(t)[1 + o(1)], t ↑ ω, (k = 1, 2, 3) (5)

Теорема 2. Нехай λ0 ∈ R \
{

0, 1
2
, 2

3
, 1
}
i виконуються умови (2)-(5).

Нехай, крiм того limt↑ω(1 − q(t))|Y (t)|
3
4 = 0 i α0σ > 0 Тодi дифферен-

цiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiмь’ю Pω(Y0, λ0) розв’язкiв, що
задовольняють при t ↑ ω асимптотичнi зображення

y(t) = Y (t)+o(1), y
′
(t) = α0J3(t)[1+|Y (t)|−

3
4 ], y

′′
(t) = α0J2(t)[1+|Y (t)|−

1
2 ],

y
′′′

(t) = α0J1(t)[1 + |Y (t)|−
1
4 ], при, (k = 1, 2, 3)

Питання про iснування Pω(Y0, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (1)
у випадку коли α0σ < 0 залишається вiдкритим.
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Аналiз коректностi нечiткої бази правил в системах логiчного
виведення

Єгошкiн Данило, Гук Наталiя

KnightDanila@i.ua, NatalyGuk29@gmail.com
Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара

Автоматичне формування продукцiйної бази правил в експертних системах
та доведення її коректностi є актуальним завданням, оскiльки дозволяє забезпе-
чити простоту розробки експертних систем та досягати високої якостi логiчного
висновку. Для забезпечення достовiрностi логiчного висновку на основi сфор-
мульованої бази знань необхiдно, щоб база знань мала властивостi повноти,
мiнiмальностi (не надмiрностi), несуперечностi та зв’язаностi.

Аналiз коректностi бази знань системи нечiткого логiчного висновку дослi-
джено у низцi робiт iз застосуванням рiзних пiдходiв. Так, у роботi [1] систе-
ма правил зображується метаграфом, у роботi [2] для автоматизацiї перевiр-
ки коректностi продукцiйних правил пропонується квантова модель кодування
символiв багатозначного алфавiту. Також для зображення бази знань широко
застосовуються ациклiчнi графи. У роботi [3] задля органiзацiї великих набо-
рiв знань застосовується алгоритм побудови орiєнтованого ациклiчного графа з
подальшою трансляцiєю графа за допомогою спецiалiзованої мови TLC (Target
Language Compiler). На етапi трансляцiї здiйснюється перевiрка коректностi ба-
зи знань. У роботi [4] для створення бази правил типу Мамданi пропонується
визначення оптимальних консеквентiв на основi використання мультиагентних
оптимiзацiйних алгоритмiв.

У цiй роботi здiйснюється автоматична генерацiя бази нечiтких продукцiй-
них правил на основi лiнгвiстичних змiнних та їх терм-множин iз подальшою
перевiркою її коректностi.

Для побудови антецедентiв правил використано ознаки об’єктiв зi скiнченної
терм-множини, кон’юнкцiя iстинних значень яких визначає умови застосування
продукцiї. Антецеденти правил формуються з використанням декартового до-
бутку, для консеквентiв зазначаються класи з деякої скiнченої множини класiв
об’єктiв. Консеквенти правил зображуються у виглядi вектору стовпця, значе-
ння елементiв вектора залежить вiд матрицi антецедентiв i об’єктiв навчаль-
ної вибiрки. Формування вектора консеквентiв здiйснюється пiд час виконання
процедури навчання бази знань. Кожен об’єкт з навчальної вибiрки XTrain

проходить процедуру фазифiкацiї, пiсля чого вектор визначається наступним
чином:

cp = Cm : max(
ITrain

card
i

(fuzz(xTraini ) ∈ ap, Cm)) (1)

де card() – функцiя потужностi множини.
Вектор повинен мiстити в собi всi класи Cm, якщо ця умова не виконується,

то зазначається, що на вхiд системи подано неповну навчальну вибiрку i необ-
хiдно перенавчити систему на iншому наборi даних. Для перевiрки отриманої
бази знань на коректнiсть, використовуються критерiї повноти, мiнiмальностi,
зв’язностi та несуперечностi. Пiд повнотою розумiється, що будь-якому поєд-
нанню значень термiв вхiдних лiнгвiстичних змiнних вiдповiдає певне правило
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в базi правил. Пiд мiнiмальною базою правил розумiється база, з якої не мо-
жна видалити жодного з продукцiйних правил, не порушивши цим її повноту.
База знань є несуперечливою (узгодженою), якщо вона не мiстить несумiсних
правил, тобто правил з однаковими лiнгвiстичними умовами, але рiзними ло-
гiчними висновками. Для доведення повноти системи правил застосовується
логiка Хоара, метод резолюцiй та програмний додаток Simplify, за допомогою
якого здiйснюється автоматична перевiрка системи на несуперечнiсть.

Розроблений пiдхiд застосовується для розв’язання задачi класифiкацiї ви-
дової популяцiї арктичних пiнгвiнiв [5], оцiнка якостi отриманої нечiткої бази
правил проводиться за допомогою метрик accuracy, precision, recall, f1-score.
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Першочерговим i незмiнним завданням педагога у всi часи є зацiкавлення
учнiв i мотивацiя їх до дiї як щодо певного предмета, так i при розглядi кожної
окремо взятої теми.

Навчання учнiв основної i старшої школи математики будується на основi
вiдтворення наявних наочних образiв, понять i тверджень, що їх пов’язують.
На жаль, часто спостерiгається характерний феномен «зазубрювання» навчаль-
ного матерiалу та формування розрiзнених уявлень про тi факти дiйсностi, з
якими той, хто навчається, стикається вперше, але повинен буде вже як по-
няття використовувати в майбутньому. Таке навчання вiдповiдає примусовому
характеру набуття нових знань. Примусовий характер освiтнього процесу з ма-
тематики обумовлений не вiдсутнiстю наукових та методичних знань за спе-
цiальнiстю, а труднощами у здiйсненнi комунiкацiї, спрямованої на розумiння
навчального матерiалу.

Виникає проблема пошуку таких засобiв та форм здiйснення комунiкацiї, за
яких для учня провiдним напрямом пiзнання та спiлкування на навчальних за-
няттях буде iнтерес щодо пошуку нового знання та цiннiсне ставлення до нього,
за яких здiйснювалися б взаєморозумiння та взаємовплив учасникiв освiтнього
процесу. Пiзнавальна активнiсть учня при цьому має проявлятися як вiдкриття
себе в пiзнавальному процесi та вiдкриття пiзнавального процесу в собi.

У сучасному освiтньому процесi iнтеграцiя рiзних технологiй стає дедалi ва-
жливiшою для вчителiв, якi прагнуть пiдвищити навички учнiв. Включаючи
метод сторiтелiнгу у навчальний процес, вчителi можуть створювати захоплю-
ючi та iнтерактивнi навчальнi програми, що сприяють оволодiнню математи-
чною компетенцiєю. Однак, щоб ефективно реалiзувати потенцiал сторiтелiнгу,
викладачам необхiдно ретельно продумати свою власну органiзовану структуру
для її використання на заняттях.

У основнiй i старшiй школi сторiтелiнг допомагає при викладi складної теми,
завдяки йому учнi запам’ятовують важливi факти, дати, формули чи правила.
З iншого боку, використання учнями рiзних форм сторiтелiнгу добре тренує їх
комунiкативнi навички, допомагає впорядковувати мислення. Слухаючи iсторiї,
учнi набувають нового досвiду, вчаться контролювати свої емоцiї та дiзнаються
про новi варiанти врегулювання конфлiкту чи вирiшення будь-якої проблеми.

Запозичений з англiйської термiн «сторiтелiнг» нещодавно увiйшов у пра-
ктику педагогiв i означає «розповiдання iсторiй». У наукових статтях сторi-
телiнг розглядається як педагогiчна технологiя, побудована на використаннi
iсторiй з певною структурою та героєм й спрямована на вирiшення педагогi-
чних задач навчання, розвитку та мотивацiї i виконує такi функцiї: наставни-
цьку, мотивуючу, виховну, освiтню, розвиваючу. Але, на жаль, сьогоднi ще мало
наукових розвiдок щодо використання методу storytelling, особливо на уроках
математики в основнiй i старшiй школi.
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Сторiтелiнг може бути пасивним й активним. При пасивному варiантi за
створення iсторiї та її розповiдь вiдповiдає вчитель, а активному – вчителю
допомагають учнi. Вибiр певного варiанту залежить вiд уроку, теми заняття,
а також вiд особистих побажань вчителя. Зауважимо, що пасивний сторiтелiнг
оптимально пiдходить при початковому вивченнi нової теми, де у формi роз-
повiдi можна подати новi правила, теорiї, формули, закони тощо. Активний ж
сторiтелiнг – для закрiплення знань, коли учнi самi створюють iсторiї, а вчитель
спрямовує їх у потрiбне русло.

Метод сторiтелiнгу дозволяє реалiзувати iндивiдуальнi освiтнi траєкторiї
щодо певного змiстового блоку уроку математики, що необхiднi для розкри-
ття iндивiдуальностi, творчих начал учнiв. Пiд цим ми маємо на увазi систему
задач, адекватну iндивiдуальним особливостям окремого учня. Система задач
вiдрiзняється вiдкритiстю формулювання завдання, наприклад: «запропонуйте
свiй варiант iсторiї щодо застосування ознак рiвностi чи подiбностi трикутни-
кiв», «складiть розповiдь про свої досягнення при розв’язуваннi задач» тощо.
Реалiзацiя методу сторiтелiнг для створення комунiкацiї на уроках математики
передбачає дотримання певних правил, до яких можна вiднести: робота над змi-
стом iсторiї; дизайн оформлення iсторiї, подання iнформацiї; довiра; зворотнiй
зв’язок.

Розглянемо кiлька прикладiв реалiзацiї методу сторiтелiнгу на уроках ма-
тематики як засобу здiйснення комунiкацiї, коли провiдним напрямом пiзнання
i спiлкування стає iнтерес до пошуку нового знання та цiннiсне ставлення до
нього, досягається взаєморозумiння та взаємовплив учасникiв освiтнього про-
цесу.

1. На уроцi геометрiї у 8 класi при вивченнi теми «Теорема Пiфагора» учнiв
можна у формi сторiтелiнгу (iсторiї) познайомити з теоремою Пiфагора, пра-
ктичним використанням теореми Пiфагора в життi.

2. На уроцi в 5 класi при вивченнi теми «Множення та дiлення натуральних
чисел» запропонувати скласти iсторiю про те, чому не можна дiлити на нуль.
Учням п’ятого класу ще складно скласти iсторiю повнiстю самостiйно, тому на
iнформацiйнiй дошцi можна розташувати наочний матерiал i ставити навiднi
питання.

3. На уроках подачi нового знання або рефлексiї можна запропонувати учням
помiркувати над питаннями: «Про що мрiє сектор?», «Якими предметами мо-
гли б бути трапецiя, пiрамiда?», «Чому логарифм за основою 1 не визначається?
«Чому стiлець на трьох нiжках стiйкiший, нiж на чотирьох?», «Чому кiшка, щоб
зiгрiтися, згортається в клубок?», «Чому сир, що має форму кулi, довше збе-
рiгається?» тощо. Розповiдь iсторiї, що мiстить аргументованi мiркування або
гiпотези, створює сприятливу навчальну атмосферу, дозволяє сконцентрувати
зусилля учнiв перед новою порцiєю предметної iнформацiї, краще запам’ятати
конкретнi приклади, формули та способи розв’язування задач. Учнi розумiють
те, що наука – ближча, нiж здається. Адже трапецiя, наприклад, асоцiювати-
меться зi столом i тiєю iсторiєю, в якiй вона фiгурувала як неживий персонаж.

4. При вивченнi властивостей геометричних фiгур на уроках геометрiї на
етапi систематизацiї та узагальнення знань можна запропонувати учням скла-
сти розповiдь на тему «Трикутник», «Чотирикутник», «Коло» тощо, викори-
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стовуючи, наприклад, 15 дiєслiв та прикметникiв. Завдання сприяє як система-
тизацiї знань учнiв про властивостi геометричних фiгур, так i значною мiрою
сприяє розвитку семантичної гнучкостi й адаптивностi їх математичної мови.

5. На уроках розвиваючого контролю знань, умiнь i способiв дiяльностi мо-
жна запропонувати учням написати iсторiї на теми: «Моя хвилина слави», «Мої
досягнення», «П’ять причин вивчити геометрiю та п’ять причин, чому ви цього
ще не зробили» тощо. Навичка самопрезентацiї на сьогоднiшнiй день є найбiльш
затребуваною. Бажано отримати зворотний зв’язок (вiдгук слухача): у вашiй
iсторiї сподобалося . . . , вона допомагає пам’ятати про те . . . .

Використання методу сторiтелiнгу дає можливiсть учням основної i стар-
шої школи брати активну участь у спiлкуваннi та взаємозбагаченнi знаннями
з однолiтками i педагогом, забезпечує розвиток уяви, вiльного, креативного
мислення, сприяє становленню грамотної мови. Метод сторiтелiнгу як формат
навчання у основнiй i старшiй школi має величезну практичну користь: лег-
ке засвоєння матерiалу, подолання страху публiчного виступу, налагодження
стосункiв з iншими учнями, самопiзнання.

1. Кованцов М.I. Математика i романтика. – Київ: Вища школа, 1990. – 41 с.
2. Ляшова Н.М. Застосування методу storytelling у навчаннi методики мате-

матики майбутнiх учителiв// Професiоналiзм педагога: теоретичнi й мето-
дичнi аспекти. – Вип. 14, Ч. 1.– Слов’янськ, 2021. – С. 96—105.

3. Малиновская С.К. Storytelling// Business Education Review. – 2006. – № 2.
– С. 50-–56.
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Критерiй керованостi крайових задач для операторних рiвнянь
у банахових просторах

Журавльов Валерiй

vfz2008@ukr.net
Полiський нацiональний унiверситет

Нехай l∞(I,B1) — банаховий простiр обмежених вектор-функцiй z(t), ви-
значених на скiнченному промiжку I зi значеннями у банаховому просторi B1,
z(·) : I → B1 з нормою |||z||| = supt∈I ‖z(t)‖B1 , l∞(I,B2) — банаховий простiр
обмежених вектор-функцiй f(t), визначених на тому ж промiжку I зi значення-
ми у банаховому просторi B2 з нормою |||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖B2 , l∞(I,B3) — ба-
наховий простiр обмежених вектор-функцiй u(t), визначених на тому ж промiж-
ку I зi значеннями у банаховому просторi B3 з нормою |||u||| = supt∈I ‖u(t)‖B3 ,
B — банаховий простiр векторiв зi сталими компонентами.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу з керуванням

(Lz)(t) = f(t) + (Hu)(t), (1)

`z(·) = α+Gu(·), (2)

де L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) та H : l∞(I,B3) → l∞(I,B2) — лiнiйнi обмеженi
оператори, ` : l∞(I,B1) → B та G : l∞(I,B3) → B — лiнiйнi обмеженi вектор-
функцiонали.

Нехай оператор L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) — узагальнено оборотний. Уза-
гальнена оборотнiсть оператора L означає [1], що вiн нормально розв’язний, а
його нуль-простiр N(L) та ядро R(L) доповнювальнi у банахових просторах
l∞(I,B1) та l∞(I,B2), вiдповiдно. При цьому iснують [2] обмеженi проектори
PN(L) : l∞(I,B1) → N(L), PYL : l∞(I,B2) → YL, де YL = l∞(I,B2) 	 R(L) та
обмежений узагальнано обернений оператор L− до оператора L.

Вiдомо [3], що нормально розв’язне операторне рiвняння (1) має розв’язки
для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють умову

PYL
[
f +Hu

]
= 0. (3)

Позначивши B = PYLH з умови (3) отримаємо операторне рiвняння

Bu = −PYLf (4)

вiдносно керування u. Таким чином виконання умови (3) залежить вiд роз’вя-
зностi рiвняння (4).

Керування u(t), якi є розв’язками рiвняння (4) будемо називати допустими-
ми керуваннями для рiвняння (1) у сенсi [4].

Нехай B ∈ GI(l∞(I,B3), l∞(I,B2)) — узагальнено оборотний, а отже нор-
мально розв’язний оператор. Тодi iснують [2] обмеженi проєктори PN(B) : l∞(I,B3)→
N(B), PYB : l∞(I,B2) → YB , де YB = l∞(I,B2)	 R(B) та обмежений узагаль-
нано обернений оператор B−.
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Теорема 1. Нехай лiнiйнi оператори L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) та B ∈
GI(l∞(I,B3), l∞(I,B2)), а операторне рiвняння (1) без керування (H = 0) не
має розв’язку при довiльних f ∈ l∞(I,B2).

Тодi рiвняння (1) з керуванням розв’язне для тих i лише для тих f(t) ∈
l∞(I,B2), якi задовольняють умову

PYBPYLf = 0, (5)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

z =
[
X1, X2

] [ ẑ
û

]
+ L−H̃f, (6)

де X1 = PN(L), X2 = L−HPN(B), H̃ = Il∞(I,B2) − HB−PYL , ẑ ∈ l∞(I,B2),
û ∈ l∞(I,B3) — довiльнi елементи.

При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u = PN(B)û−B−PYLf. (7)

Пiдставимо загальний розв’язок (6) операторного рiвняння (1) та вiдповiдне
допустиме керування (7) у крайову умову (2). Отримаємо

`z(·) =
[
`X1, `X2

] [ ẑ
û

]
+ `L−H̃f =

α+G
[
PN(B)û(·)−B−PYLf

]
.

Позначивши

Q1 = `X1 : l∞(I,B1)→ B, Q2 = `X2 −GPN(B) : l∞(I,B3)→ B,

пiсля перетворень отримаємо[
Q1, Q2

] [ ẑ
û

]
= α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f. (8)

Нехай оператори Q1 ∈ GI(l∞(I,B1),B) та Q̂2 = PYQ1
Q2 ∈ GI(l∞(I,B3),B)

— узагальнено оборотнi, тодi операторна матриця Q =
[
Q1, Q2

]
теж узагаль-

нено оборотна [5, с. 545]. Отже операторне рiвняння (8) нормально розв’язне i,
як наслiдок, iснують обмеженi проектори PN(Q) : l∞(I,B1)×l∞(I,B3)→ N(Q),
PYQ : B → YQ та обмежений узагальнено обернений оператор Q− : B →
l∞(I,B1)× l∞(I,B3) до оператора Q.

Нормально розв’язне рiвняння (8) може бути: однозначно розв’язним (PN(Q) ≡
0), всюди розв’язним (PYQ ≡ 0), неоднозначно i не всюди розв’язним (PN(B0) 6=
0,PYQ 6= 0) [6].

Розглянемо найбiльш загальний випадок, коли рiвняння (8) неоднозначно i
не всюди розв’язне, тобто PN(Q) 6= 0,PYQ 6= 0. Оскiльки оператор Q нормально
розв’язний, то використовуючи теорему 3 з [5, c. 545] про розв’язнiсть рiвняння
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з операторною матрицею маємо, що рiвняння (8) має розв’язок тодi i лише тодi
коли виконується умова [3]

PYQ
{
α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f
}

= 0,

при виконаннi якої рiвняння (8) має сiм’ю розв’язкiв[
ẑ
û

]
= PN(Q)

[
z̄
ū

]
−Q−

{
α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f
}
, (9)

де

PYQ = PY
Q̂2
PYQ1

, PN(Q) =

[
PN(Q1) −Q−1 Q2PN(Q̂2)

0 PN(Q̂2)

]
, (10)

Q− =

[
Q−1 −Q

−
1 Q2Q̂

−
2 PYQ1

Q̂−2 PYQ1

]
(11)

— узагальнено обернений оператор до оператора Q, z̄ ∈ l∞(I,B1), ū ∈ l∞(I,B3)
— довiльнi елементи.

Позначивши для скорочення записiв

Q̃−1 = Q−1 −Q
−
1 Q2Q̂

−
2 PYQ1

, Q̃−2 = Q̂−2 PYQ1
, (12)

розв’язок (9) запишемо у виглядi[
ẑ
û

]
= PN(Q)

[
z̄
ū

]
−

[
Q̃−1
Q̃−2

]{
α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f
}
. (13)

Пiдставивши (13) у (6), будемо мати

z =
[
X1, X2

]{
PN(Q)

[
z̄
ū

]
−

−

[
Q̃−1
Q̃−2

] [
α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f
]}

+ L−H̃f.

Теорема 2. Нехай лiнiйнi оператори L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) та B ∈
GI(l∞(I,B3), l∞(I,B2)) — узагальнено оборотнi.

Тодi, якщо оператори Q1 ∈ GI(l∞(I,B1),B) та Q̂2 ∈ GI(l∞(I,B3),B) —
узагальнено оборотнi, то крайова задача з керуванням (1), (2) розв’язна для
тих i лише для тих f(t) ∈ l∞(I,B2) та α ∈ B, якi задовольняють систему
умов 

PYBPYLf = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

[
α−

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f
]

= 0,
(14)
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при виконаннi яких вона має сiм’ю розв’язкiв

z =
[
X1, X2

]
PN(Q)

[
z̄
ū

]
+
(
X1Q̃

−
1 +X2Q̃

−
2

)
α+

+L−H̃f −
(
X1Q̃

−
1 +X2Q̃

−
2

)(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f,

де z̄ ∈ l∞(I,B2), ū ∈ l∞(I,B3) — довiльнi елементи.
При цьому вона має сiм’ю допустимих керувань

u = PN(B)PN(Q̂2)ū+ PN(B)Q̃
−
2 α−

−PN(B)Q̃
−
2

(
`L−H̃ +GB−PYL

)
f −B−PYLf.
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Поточковi оцiнки розв’язкiв вагового параболiчного рiвняння
p-Лапласа з використанням потенцiалiв Вольфа

Зозуля Євген

albelgen27@gmail.com
Донбаська державна машинобудiвна академiя

Узагальнюється представлення Пуассона на випадок квазiлiнiйного
параболiчного рiвняння дивергентного типу

v (x)ut − div(w(x)|∇u|p−2∇u) = f , p > 2 (1)

у областi ΩT = Ω × (0, T ), з ваговими функцiями v(x) , w(x), що нале-
жать класу Маккенхаупта та правою частиною f ∈ L1(ΩT ). Вважаємо, що
Ω− обмежена область у Rn, n ≥ 2, 0 < T < +∞.

Бiльш узагальнено ми маємо справу з прототипом рiвняння (1), тобто з
квазiлiнiйним параболiчним рiвнянням дивегрентного типу

v (x)ut − div A(x, t, u,∇u) = f(x, t) у ΩT , (2)

де векторне поле A = (a1, a2, ..., an) : ΩT×R1×Rn → Rn є вимiрюваним за Лебе-
гом стосовно (x, t) ∈ ΩT для всiх (u, ξ) ∈ R1×Rn, та неперервним щодо (u, ξ) для
майже всiх (x, t) ∈ ΩT . Ми також припускаємо, що
наступнi структурнi умови задовольняються деякими додатними константами
K1,K2

A(x, t, u, ξ)ξ ≥ K1w(x)|ξ|p ,

|A(x, t, u, ξ)| ≤ K2w(x)|ξ|p−1 , p > 2
(3)

Припускаємо далi, що w належить до класу Маккенхаупта Ap , 1 < p < ∞,
тобто

sup
w(B)

|B|

 1

|B|

∫
B

w
− 1
p−1 (x) dx

p−1

= Kp,w < +∞ , w(B) =

∫
B

wdx ,

де супремум береться за всiма кулями B ⊂ Rn. Тут ми говоримо, що v(x) ∈ A∞,
якщо iснує p0 > 1 таке, що v(x) ∈ Ap0 .

Безпосереднiм наслiдком означення класу Ap є

w(Bρ(y))

w(Br(y))
≤ Kp,w

(ρ
r

)np
для всiх куль Br(y) ⊂ Bρ(y).

Бiльше того (детальнiше [4]), iснують константи K3 > 0, 0 < ξ1 ≤ 1, 0 <
ξ2 < p залежнi тiльки вiд n, p,Kp,w такi, що

K−1
3

(
|Bρ(y)|
|E|

)ξ1
≤ w(Bρ(y))

w(E)
≤ K3

(
|Bρ(y)|
|E|

)ξ2
для будь-якої кулi Bρ(y) та E ⊂ Bρ(y)
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Далi будемо вважати, що

K−1
4

(ρ
r

)nν1
≤ v(Bρ(y))

v(Br(y))
≤ K4

(ρ
r

)nν
(4)

K−1
4

(ρ
r

)nµ1

≤ w(Bρ(y))

w(Br(y))
≤ K4

(ρ
r

)nµ
, (5)

з деякими додатними K4, ν1, µ1, ν, µ i для куль Br(y) ⊂ Bρ(y).
Наступне наше припущення - це спiввiдношення мiж v та w. Фiксуємо y ∈ Ω та
R так, що B8R(y) ⊂ Ω i покладемо

ψy(r) := rp
v(Br(y))

w(Br(y))
, 0 < r ≤ R.

Припускаємо, що ψy(r) зростає для r ∈ (0, R] i iснують двi додатнi
константи α, K5 такi, що

ψy(r)

ψy(ρ)
≤ K5

(
r

ρ

)α
(6)

Для формулювання наших результатiв нам також потрiбно означення зва-
женого параболiчного потенцiалу Вольфа. Нехай (x0, t0) ∈ ΩT для будь-яких
ρ, θ > 0 визначаємо Qρ,θ(x0, t0) := Q+

ρ,θ(x0, t0) ∪ Q−ρ,θ(x0, t0), Q+
ρ,θ(x0, t0) :=

Bρ(x0)× (t0, t0 + θ), Q−ρ,θ(x0, t0) := Bρ(x0)× (t0 − θ, t0)
i встановимо

D(x0, t0; ρ) := inf
τ>0

τ−
1
p−2 +

1

v(Bρ)

∫∫
Qρ,τψx0

(ρ)(x0,t0)

fdxdt

 (7)

Зауважимо, що зазначений вище мiнiмум досягається при деякому
τ ∈ (0,∞], оскiльки функцiя пiд iнфiмумом є неперервною по τ.

Тепер нехай, для ρ > 0 та ρj :=
ρ

2j
, j = 0, 1, 2... Визначимо

параболiчний потенцiал функцiї f так:

P fv,w(x0, t0, ρ) :=

∞∑
j=0

D(x0, t0; ρj) (8)

У випадку, якщо f не залежить вiд часу, для кожної кулi з центром у x0, мiнiмум
у означеннi D(x0, t0; ρ) досягається при

τ0 =

 C

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f |dx


− p−2
p−1

.

Тому

D(x0, t0; ρ) =

 ρp

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f |dx


1
p−1

, P fv,w(x0, t0, ρ) = W f
w,p(x0, ρ), (9)
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де W f
w,p(x0, ρ) - зважений потенцiал Вольфа (детальнiше [4]).

Перш нiж формулювати наш основний результат, введемо означення слаб-
кого розв’язку (1).

Скажемо, що u - це узагальнений розв’язок рiвняння (1) у ΩT якщо u ∈
C([T1, T2];L2(Ω)) ∩ Lp([T1, T2];W 1,p(Ω)) та для будь-якого iнтервалу [t1, t2] ⊂
[T1, T2] i невiд’ємної тестової функцiї ϕ ∈W 1,2([t1, t2];L2(Ω))∩Lp([t1, t2];W 1,p

0 (Ω))
виконується iнтегральна тотожнiсть∫

Ω

v(x)uϕdx

∣∣∣∣t2
t1

+

∫∫
Ω×[t1,t2]

w(x)|∇u|p−2∇u∇ϕdxdt =

=

∫∫
Ω×[t1,t2]

fϕdxdt+

∫∫
Ω×[t1,t2]

v(x)uϕtdxdt

(10)

Наш основний результат формулюється наступним чином

Теорема. Нехай u слабкий розв’язок рiвняння (1) i p > 2. Тодi для
кожного λ ∈

(
0,min

{
1
p−1

, 1
N

})
iснує γ > 0, що залежить тiльки вiд да-

них p,N, c0, c1 i λ, таке, що для кожної точки Лебега (y, s) ∈ ΩT для u± та
ρ, θ > 0 такi, що Qρ,θ := {x : |x− y| ≤ ρ} × [s− θ, s+ θ] ⊂ ΩT , виконується

u±(y, s) ≤ γ
[(

ψy(R)

θ

) 1
p−2

+

[
1

ψy(ρ)v(Bρ)

∫∫
Qρ,θ

vu
(1+λ)(p−1)
+ dxdt

] 1
1+λ(p−1)

+

+

[
1

ψy(ρ)w(Bρ)

∫∫
Qρ,θ

wu
(1+λ)(p−1)
+ dxdt

] 1
1+λ(p−1)

+ P fv,w(y, s, ρ)

] (11)

Доведення Теореми (приведене у [9]) ґрунтується на вiдповiдних
модифiкацiях iтерацiйної технiки Де Джорджi [2], метода внутрiшнього
масштабування (intrinsic scaling) Дi Бенедетто [3], пiсля адаптацiї технiки Кiл-
пелайнен - Мали [5], [4] до параболiчних рiвнянь сумiсно з
iдеями [7], [8].

1. Adams A., Fournier J. J., Sobolev Spaces, Academic Press, 2003.
2. De Giorgi E., Sulla differenziabilita e l’analiticita delle estremali degli integrali

multipli regolary. Mem. Accad. Sci. Torino Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 1957, 3,
P. 25-43.

3. Di Benedetto E., Gianazza U., Vespri V., Harnack inequality for degenerate and
singular parabolic equations. Springer Monographs in Mathematics. Springer,
New York, 2012.

4. Heinonen J., Kilpeläinen T., Martio O., Nonlinear Potential Theory of
Degenerate Elliptic Equations, in: Oxford Matematical Monographs, The
Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1993. Oxford Science
Publications.
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5. Kilpeläinen T., Malý J., The Wiener test and potential estimates for quasilinear
elliptic equations, Acta Math., 1992, 172, P. 137-161.

6. Ladyzhenskaya O. A, Solonnikov V. A., Uraltceva N. N., Linear and quasilinear
equations of parabolic type. Amer. Math. Soc., 1968.

7. Liskevich V., Skrypnik I. I., Harnack’s inequality and continuity of solutions
to quasi-linear degenerate parabolic equations with coefficients fron Kato-type
classes, J. Differential Equations, 2009, (10) 247, P. 2740-2777.

8. Liskevich V., Skrypnik I., Sobol Z., Potential estimates for quasi-linear parabolic
equations. Advanced Nonlinear Studies, 2011, 11 (4), 905-915.

9. Zozulia Y., Pointwise estimates of solutions to weighted parabolic p-Laplacian
equation via Wolff potential, Працi IПММ НАН України, 2023, Т. 36, № 2,
С. 72-90.
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Про властивостi операторiв Грiна i спряжених з ними
операторiв, породжених задачею Кошi для параболiчних за

Ейдельманом систем довiльного порядку
Iвасюк Галина, Процах Наталiя, Фратавчан Тоня

h.ivasjuk@chnu.edu.ua, protsakh@ukr.net t.fratavchan@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Нацiональний лiсотехнiчний унiверситет України,
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Розглядається задача Кошi для системи рiвнянь з частинними похiдними,
параболiчної за Ейдельманом вигляду

∂
nk
t uk(t, x)−

N∑
j=1

∑
‖ᾱ‖≤2bnj,

(α0<nj)

akjᾱ (t, x)∂ᾱt,xuj(t, x) = fk(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

∂µ−1
t uk(t, x)|t=0 = ϕµk(x), x ∈ Rn, µ ∈ {1, ..., nk}, (1)

де n, N , b1,. . . , bn, n1, n2, . . . , nN – заданi натуральнi числа, k ∈ {1, ..., N}, b –
найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn; ᾱ := (α0, α1, . . . , αn) ∈ Zn+1

+ ; ‖ᾱ‖ :=
n∑
j=0

mjαj , m0 := 2b, mj := b/bj , j ∈ {1, . . . , n}; α := (α1 . . . , αn) ∈ Zn+; ∂ᾱt,x :=

∂α0
t ∂αx , ∂αx := ∂α1

x1
. . . ∂αnxn , ΠT := {(t, x) ∈ Rn+1 |t ∈ (0, T ], x ∈ Rn}, T – задане

додатне число.
Припускається, що система диференцiальних рiвнянь є рiвномiрно парабо-

лiчна за Ейдельманом у шарi ΠT , а коефiцiєнти системи задачi (1) обмеженi,
задовольняють рiвномiрну умову Гельдера за x, неперервнi за t, при цьому не-
перервнiсть за t коефiцiєнтiв akjᾱ , з ‖ᾱ‖ = 2bnj рiвномiрна щодо x ∈ Rn. Крiм
того, вважається, що коефiцiєнти системи мають неперервнi та обмеженi похi-
днi ∂ᾱt,xa

kj
ᾱ , ‖ᾱ‖ ≤ 2bnj , {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, якi задовольняють вiдповiдну умову

Гельдера за x рiвномiрно щодо t з показником λ ∈ (0, 1) в ΠT .
Як показано в [1], розв’язок такої задачi для довiльних гладких i фiнiтних

функцiй fk та ϕµk , µ ∈ {1, ..., nk}, k ∈ {1, ..., N}, зображається у виглядi

uk(t, x) =

N∑
j=1

( t∫
0

dτ

∫
Rn

Gkj0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ +

nk∑
µ=1

∫
Rn

Gkµj (t, x; ξ)ϕµj (ξ)dξ

)
,

(t, x) ∈ ΠT .

Тут G := (G0, G1, ..., GN ), де G0 := (Gkj0 )Nk,j=1, Gj := (Gkµj )
N,nk
k=1,µ=1, j ∈ {1, ..., N},

– матриця Грiна задачi (1).
Операторами Грiна задачi Кошi (1) називатимемо iнтегральнi оператори

вигляду

Ĝkj0 f =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Gkj0 (t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, Ĝkµj ϕj =

∫
Rn

Gkµj (t, x; ξ)ϕj(ξ)dξ, (2)
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{k, j} ⊂ {1, . . . , N}, µ ∈ {1, ..., nk}.
Оператори

Ĝkj∗0 g(τ, ξ) :=

T∫
τ

dt

∫
Rn

Gkj0 (t, x; τ, ξ)′g(t, x)dx, (τ, ξ) ∈ ΠT ,

Ĝkµ∗j g(ξ) :=

T∫
0

dt

∫
Rn

Gkµj (t, x; ξ)′g(t, x)dx, ξ ∈ Rn,

де {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, µ ∈ {1, ..., nk}, штрих означає транспонування, а риска
– комплексну спряженiсть, називатимемо спряженими до (2) вiдповiдно.

Через Hs+λ (s – цiле додатне число, 0 < λ < 1) позначимо простiр Гельдера
спецiально пiдiбраних спадних функцiй, що визначаються так само як H

~k(·,~a)
s+λ з

[2], в яких потрiбно замiнити функцiю ψ(t, x) на

ψ̃(t, x) := exp

{
− c

n∑
j=1

(T1 − t)1−qj |xi|qj
}
, T1 > T, qj := 2bj/(2bj − 1).

Через H
◦
s+λ та

◦
H
s+λ

позначимо множини функцiй u з Hs+λ, для яких

∂µ−1
t uk(t, x)|t=0 = 0 та ∂µ−1

t uk(t, x)|t=T = 0, µ ∈ {0, ..., nk − 1}, вiдповiдно.
Встановлена обмежена дiя операторiв Ĝkj0 з H

◦
s+λ в H

◦
2bnk+s+λ (s – цiле

додатне число, 0 < λ < 1) та Ĝkj∗0 з
◦
H
s−2bnj+λ

в
◦
H
s+λ

(s ≥ max
j

(2bnj),

0 < λ < 1).

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type. Birkhäuser
Verlag. 2004. – 390 pр.

2. Iвасишен С. Д., Iвасюк Г. П. Параболiчнi початковi задачi Солонникова-
Ейдельмана. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 74, 2011, 98–108.
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Схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь та їх
застосування

Iлiка Свiтлана, Матвiй Олександр, Пiддубна Лариса

s.ilika@chnu.edu.ua, o.matvij@chnu.edu.ua, l.piddubna@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Математичними моделями багатьох фiзичних i технiчних процесiв є дифе-
ренцiально-рiзницевi та диференцiально-функцiональнi рiвняння [1, 2]. Для ди-
ференцiально-функцiональних рiвнянь важливою задачею є побудова та об-
ґрунтування методiв знаходження розв’язкiв початкових та крайових задач,
оскiльки на даний час немає унiверсальних методiв їх розв’язання. У данiй
роботi розглядаються схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь
з багатьма запiзненнями спецiальними системами звичайних диференцiальних
рiвнянь, якi виявилися ефективними для ряду прикладних застосувань [3, 4].

Розглянемо початкову задачу для ДРР iз багатьма запiзненнями

dx(t)

dt
= f (t, x(t), x (t− τ1) , . . . , x (t− τp)) , t ∈ [0, T ], (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (2)

де 0 < τ1 < . . . < τp = τ , p ≥ 1.
Замiнивши елементи запiзнення x (t− τi), i = 1, p ланцюжками m аперiоди-

чних ланок, отримаємо задачу Кошi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь

dz0(t)

dt
= f

(
t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)

)
, li =

[mτī
τ

]
,

dzj
dt

=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(3)

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m. (4)

Теорема. [3] Нехай zj(t), j = 0,m, – розв’язок задачi Кошi (3)–(4), а x(t) –
розв’язок початкової задачi (1)–(2). Припустимо, що функцiя f задовольняє
умову Лiпшица

|f (t, u0, u1, . . . , up)− f (t, v0, v1, . . . , vp)| ≤
p∑
k=0

Lk |uk − vk| , Lk > 0,

uk, vk ∈ R, k = 0, p.

Tодi розв’язок задачi Кошi (3)–(4) апроксимує розв’язок початкової задачi (1)–
(2) i мають мiсце спiввiдношення∣∣∣∣x(t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ ≤ β ( τm) , j = 0,m, t ∈ [0, T ], (5)

де β(δ) – монотонно зростаюча функцiя та lim
δ→0

β(δ) = 0.
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Подальше вивчення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих та дифе-
ренцiально-функцiональних рiвнянь здiйснювалось для нових класiв рiвнянь та
в рiзних функцiональних просторах.

Побудова та обгрунтування схем апроксимацiї лiнiйних та квазiлiнiйних ди-
ференцiально-функцiональних рiвнянь послiдовнiстю систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь дослiджено в роботi I.М. Черевка та С.А. Iлiки [5]. Ви-
вчення зв’язкiв мiж диференцiально-рiзницевими рiвняннями i вiдповiдними
апроксимуючими системами звичайних диференцiальних рiвнянь дозволили за-
пропонувати алгоритми розв’язання низки прикладних задач. У роботах [4]-[7]
запропоновано схеми апроксимацiї неасимптотичних коренiв квазiполiномiв лi-
нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь та методика дослiдження стiйкостi
розв’язкiв таких рiвнянь. Конструктивнi алгоритми побудови областей стiйко-
стi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями одержанi в [6].

1. Schiesser W.E. Time delay ODE/PDE models. Applications in biomedical sci-
ence and engineering. – Boca Rona, 2019. – 250 p.

2. Corduneanu С., Li Y., Mahdavi M. Functional differential equations: advances
and applications. – John Wiley & Sons, 2016. – 368 p.

3. Пiддубна Л.А., Черевко I.М. Апроксимацiя систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь системами звичайних диференцiальних рiвнянь // Не-
лiнiйнi коливання. – 1999. – 2, No. 1. – С. 42-50.

4. Матвiй О.В., Черевко I.М. Про апроксимацiю систем iз запiзненням та їх
стiйкiсть // Нелiнiйнi коливання. – 2004. – 7, № 2. – С. 208-216.

5. Iлiка С.А., Черевко I.М. Апроксимацiя нелiнiйних диференцiально-
функцiональних рiвнянь // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2012. – 55,
№ 1. – С. 39-48.

6. Клевчук I.I., Пернай С.А., Черевко I.М. Побудова областей стiйкостi лiнiй-
них диференцiально-рiзницевих рiвнянь // Доповiдi НАН України. – 2012.
– № 7. – С. 28-34.

7. Cherevko I., Tuzyk I., Ilika S., Pertsov A. Approximation of Systems with Delay
and Algorithms for Modeling Their Stability // 11th Int. Conf. on Advanced
Computer Information Technologies ACIT’2021, Deggendorf, Germany, 15-17
September 2021. – P. 49-52.
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Про умову Лопатинського
Iлькiв Володимир

ilkivvv@i.ua
Нацiональний унiверситет

”
Львiвська полiтенiка“

У 1953 роцi Український математичний журнал (т. 5, № 2, с. 131–151) опу-
блiкував всесвiтньо вiдому сьогоднi статтю видатного нашого математика Я.
Б. Лопатинського

”
Об одном способе приведения граничных задач для систем

дифференциальных уравнений эллиптического типа к регулярным интеграль-
ным уравнениям“, в якiй фiгурує розглядувана умова.

Вона отримала згодом назву умова Лопатинського, а також умова Лопа-
тинського–Шапiро (одночасно i незалежно вiд Лопатинського умова Шапiро
була оприлюднена стосовно частинного випадку задачi). Використовують ще
назви умова накриття, умова доповнювальностi тощо.

Важливiсть цiєї умови полягає у тому, що вона видiляє елiптичнi задачi
серед загальних лiнiйних крайових задач для елiптичних систем диференцiаль-
них рiвнянь.

Аналогiчнi умови виникають при дослiдженнi параболiчних та iнших задач
для вiдповiдних класiв рiвнянь.

Формулювання умови Лопатинського має декiлька варiантiв, зокрема, алге-
бричнi. Вiд формулювання залежить спроможнiсть перевiрки цiєї умови.

Iснують приклади задач, що справджують умову Лопатинського, i приклади
задач, що її не справджують.

Крайова задача в областi Ω ⊂ Rn з границею Γ для елiптичної системи
диференцiальних рiвнянь полягає у знаходженнi функцiї u = u(x), яка в Ω
задовольняє систему рiвнянь

A(x,D) = f(x), (1)

де D = (D1, . . . , Dn) = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn), i на Γ крайовi умови

B(x,D) = ϕ(x), (2)

де A = (Ajk)j,k=1,...,m, B = (Bjk) j=1,...,s
k=1,...,m

, причому Ajk, Bjk —лiнiйнi диферен-

цiальнi оператори зi змiнними коефiцiєнтами.
Iз елiптичностi (за Петровським, за Дуґлiсом–Нiренберґом) системи (1) ви-

пливає, що для старшої частини Å(x,D) оператора A(x,D) виконується умова
det Å(x, ξ) 6= 0 для усiх ненульових ξ ∈ Rn, де многочлен det Å(x, ξ) має сте-
пiнь 2s i коренi z1, . . . , zp многочлена det Å(x, ξ′, z) кратностi q1, . . . , qp належать
верхнiй пiвплощинi, а ξ = (ξ′, ξn).

Дослiдження задачi (1), (2) за допомою введення у довiльнiй точцi грани-
цi Γ локальної системи координат та замороження коефiцiєнтiв зводиться до
дослiдження у пiвпросторi xn ≥ 0 задач

Å(D)u(x) = 0, B̊(D)u(x′, 0) = ϕ(x′)

для елiптичних систем, де x = (x′, xn).
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Умова Лопатинського полягає в однозначнiй розв’язностi задачi

Å(iξ′, Dn)ũ(ξ′, xn) = 0, B̊(iξ′, Dn)ũ(ξ′, 0) = ϕ̃(x′)

для системи звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами для
довiльного ненульового ξ′ ∈ Rn−1, де ũ i ϕ̃ — перетворення Фур’є за змiнною x′

вектор функцiй u i ϕ, у класi стiйких розв’язкiв (прямують до нуля на +∞).
Нехай V (xn) =

(
v1(xn), . . . , vs(xn)

)
, тодi умова Лопатинського набуває ви-

гляду det B̊(D)u(iξ′, Dn)V (xn) 6= 0 для усiх ξ′ 6= 0, де v1, . . . , vs — база у просторi
стiйких розв’язкiв.

Алгебричною умовою, яка найчастiше використовується, є умова:

рядки матрицi B̊(iξ′, z)
̂̊
A(iξ′, z) — лiнiйно незалежнi по модулю много-

члена P+(z) = (z − z1)q1 · · · (z − zp)qp ,

де ̂̊A(iξ′, z) — взаємна матриця для матрицi Å(iξ′, z).
Встановлено нову модифiкацiю умови Лопатинського, а саме алгебричну

умову:

матриця
(((

B̊(iξ′, iz)
̂̊
A(iξ′, iz)

)α−1)

(α− 1)!

)qr
α=1

∣∣∣∣
z=zr

)p
r=1

розмiру s× sm має ранг s, тобто лiнiйно незалежнi рядки.
Для випадку одного рiвняння умова спрощується до нерiвностi

det

(((
B̊(iξ′, iz)

)α−1)

(α− 1)!

)qr
α=1

∣∣∣∣
z=zr

)p
r=1

6= 0.
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Задача Нiколеттi для безтипного рiвняння
iз частинними похiдними

Iлькiв Володимир1, Симотюк Михайло2, Слоньовський Ярослав1

ilkivvv@ukr.net, quaternion@ukr.net, yaroslav.o.slonovskyi@lpnu.ua
1Нацiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка»

2IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Розглядаємо таку задачу Нiколеттi для рiвняння з частинними похiдними
типу Ейлера

L (t∂t, D)u ≡ (t∂t)
n u+

n−1∑
j=0

(t∂t)
j An−j(D)u = 0, (t, x) ∈ QpT , (1)

∂j−1
t u(t, x)

∣∣
t=tj

= ϕj(x), j = 1, . . . , n, 1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ T, x ∈ Ωp, (2)

де u = u(t, x), t ∈ (0, T ), x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p,
QpT = (0, T )×Ωp, D = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xp), Aj – многочлен степеня j, j = 1, . . . , n.
Припускаємо, що для всiх k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp многочлен L(λ, ik) ≡ λn +
n−1∑
j=0

An−j(ik)λj має простi коренi λ1(k), . . . , λn(k).

Встановлено умови коректностi задачi (1), (2), описаних у термiнах дiофан-
тових властивостей таких характеристичних визначникiв [1]:

∆(k) = det
∥∥∥y(j−1)
q (tj , k)

∥∥∥n
j,q=1

, k ∈ Zp, (3)

де yq(t, k) = tλq(k), q = 1, . . . , n. Доведено теореми метричного характеру про
оцiнки знизу для послiдовностей визначникiв (3), на пiдставi яких отримано
iснування розв’язку задачi (1), (2) у вiдповiдному функцiйному просторi для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [1, T ]n, складених iз вузлiв
iнтерполяцiї t1, . . . , tn.

Розглянуто частковий випадок задачi, коли вузли t1, . . . , tn в умовах (2) є
логарифмiчно рiвновiддаленими. Отриманi результати є розвитком дослiджень,
проведених у [1, 2].

1. Iлькiв В. С., Симотюк М. М., Слоньовський Я. О. Метричнi оцiнки хара-
ктеристичного визначника багатоточкової задачi для рiвняння типу Ейлера
// Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2022. – 65, № 1–2. – С. 65–79.

2. Матурiн Ю. П., Симотюк М. М. Оцiнки характеристичного визначника за-
дачi Нiколеттi для строго гiперболiчного рiвняння // Наук. вiсник Ужго-
род. нац. ун-ту. – 2018. – 2, вип. 2 (33). – С. 100–108.
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Умови коректної розв’язностi неоднорiдної крайової задачi
з нелокальними умовами для диференцiального рiвняння

з оператором узагальненого диференцiювання
Iлькiв Володимир, Страп Наталiя, Волянська Iрина

ilkivvv@i.ua, n.strap@i.ua, i.volyanska@i.ua
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтенiка”

В областi D = [0, T ] × S, де S ⊂ C \ {0}, дослiджено умови однозначної
розв’язностi неоднорiдної крайової задачi з нелокальними умовами для дифе-
ренцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Lu =
∑

s0+s1≤n

as0,s1B
s1 ∂

s0u

∂ts0
= f(t, z),

µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= ϕm, m = 0, 1, . . . , n− 1,

де as0,s1 ∈ C, µ ∈ C\{0}, an,0 = 1, u = u(t, z) —шукана функцiя, а ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1

i f(t, z) — заданi функцiї, B – оператор узагальненого диференцiювання.
Коректна розв’язнiсть цiєї задачi показана у парi шкал {Hq(S)}q∈R i {Hn

q (D)}q∈R,
де Hq(S) – гiльбертовий простiр функцiй однiєї змiнної ψ = ψ(z) =

∑
k∈Z

ψkz
k iз

нормою

‖ψ‖Hq(S) =

√∑
k∈Z

k̃2q|ψk|2, k̃ =
√

1 + k2,

а Hn
q (D), n ∈ Z+ – банахiв простiр функцiй u(t, z) таких, що похiднi

∂ru(t, z)

∂tr
,

r = 0, 1, . . . , n, що визначенi формулою
∂ru(t, z)

∂tr
=
∑
k∈Z

u
(r)
k (t)zk, для кожного t ∈

[0, T ] належать до просторiв Hq−r(S) i неперервнi за змiнною t у цих просторах.
Норма ‖u‖Hnq (D) функцiї u у просторi Hn

q (D) обчислюється за формулою

‖u‖2Hnq (D) =

n−1∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2

Hq−r(S)
.

Оператор узагальненого диференцiювання B дiє у запроваджених просто-

рах за формулою Bψ = z
∂ψ

∂z
.

Степенi Bs оператора B визначаємо стандартно Bsψ = B(Bs−1ψ) при s ∈
N \ {1}, де B0ψ = ψ; при цьому zk є власною функцiєю оператора B, тобто
Bs
(
zk
)

= kszk, i Bsψ ∈ Hq−s(S) для всiх s ∈ N, якщо ψ ∈ Hq(S).
У загальному випадку багатьох комплексних просторових змiнних дослi-

дження таких нелокальних задач пов’язане з проблемою малих знаменникiв.
Ця проблема полягає у тому, що послiдовнiсть знаменникiв членiв ряду,

який є розв’язком нелокальної задачi, мiстить пiдпослiдовнiсть, яка збiгається
до нуля з довiльною швидкiстю.
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Особливiстю даної роботи є дослiдження нелокальної крайової задачi для
неоднорiдного диференцiального рiвняння з частинними похiдними з операто-
ром узагальненого диференцiювання B = z∂/∂z, який дiє на функцiю однiєї
скалярної комплексної змiнної z.

Розглянута задача є некоректною за Адамаром, що вiдрiзняє випадок однiєї
просторової змiнної вiд випадку багатьох просторових змiнних, коли задача
некоректна за Адамаром.

Показано, що вiдповiднi знаменники вiддiленi вiд нуля, який не є їх точкою
скупчення.

Встановлено достатнi умови iснування та необхiднi i достатнi умови єдиностi
розв’язку задачi у вказаних просторах, а також побудовано цей розв’язок.
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Стiйкiсть вiд входу до стану для атракторiв еволюцiйних
систем без єдиностi

Капустян Олексiй, Юсипiв Тарас

alexkap@univ.kiev.ua, yusypivt7@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Поняття стiйкостi вiд входу до стану (Input-to-State Stability) дозволяє ви-
значити вiдхилення траєкторiї збуреної системи диференцiальних рiвнянь вiд
глобально-асимптотично стiйкого положення рiвноваги [1]. При переходi до ди-
сипативних нескiнченновимiрних систем цiкавим є дослiдження поведiнки збу-
реної системи в околi стiйкої рiвномiрно-притягуючої множини – глобально-
го атрактора [2]. В данiй роботi одержано результати щодо робастної стiйко-
стi атракторiв для еволюцiйних систем за умов, що не забезпечують єдинiсть
розв’язку початкової задачi.

Розглядається задача

d

dt
y(t) = Ay(t) + F (y(t)), (1)

де y(t) ∈ X, (X, ‖ · ‖X) – нескiнченновимiрний фазовий простiр, A : D(A) 7→ X
– диференцiальний оператор, F : X 7→ X – нелiнiйне вiдображення. Вважаємо,
що умови на A i F забезпечують глобальну розв’язнiсть (1) в X i вiдповiдна
(можливо, многозначна) напiвгрупа S0 : R+ ×X 7→ 2X , породжена розв’язками
(1), має глобальний атрактор Θ, тобто iснує компактна множина Θ ⊂ X така,
що Θ = S0(t,Θ) ∀t ≥ 0 i для будь-якої обмеженої B ⊂ X

‖S0(t, B)‖Θ := distX(S0(t, B),Θ)→ 0, t→∞.

Нехай (1) зазнає неавтономних збурень d ∈ L∞(R+). В роботi дослiджується
питання оцiнок вiдхилення траєкторiй такої системи вiд множини Θ. Нехай
Sd : R+ ×X 7→ 2X – напiвпроцес, породжений збуреною задачею.

Робастнiсть атрактора Θ незбуреної задачi (1) по вiдношенню до збурень
визначається наступною властивiстю (ISS): iснують β ∈ KL i γ ∈ K такi, що
∀y0 ∈ X, ∀d, ∀t ≥ 0

‖Sd(t, y0)‖Θ ≤ β(‖y0‖Θ, t) + γ(‖d‖∞), (2)

де K := {γ : R+ → R+| γ є строго зростаючою, γ(0) = 0}, KL := {β : R2
+ →

R+| β(·, t) ∈ K, ∀t ≥ 0, β(r, ·) є неперервною, спадною i lim
t→∞

β(r, t) = 0 ∀r > 0}.
Доведено, що принаймнi локально, властивiсть (2), а також властивiсть AG:

lim
t→∞

sup ‖Sd(t, y0)‖Θ ≤ γ(‖d‖∞) (3)

справедливi для широких класiв параболiчних та гiперболiчних рiвнянь [3].
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Асимптотичнi властивостi розв’язкiв одного виду
диференцiальних рiвнянь n-го порядку

Карапетров Валентин

valentyn.karapetrov@stud.onu.edu.ua
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

Розглядається диференцiальне рiвняння

(r(t)u(m))(n−m) =

m∑
k=0

pku
(k), n ≥ 2 (1)

де pk ∈ Cloc([a; +∞[) (k = 0, ...,m),

lim
t→+∞

p0(t)

q(t)
= σ, σ = sign(p0(a)), (2)

r(t) та q(t) – додатнi двiчi неперервно диференцiйовнi на промiжку [a; +∞[
функцiї, Cloc([a; +∞[) – простiр локально неперервних функцiй на промiжку
[a; +∞[, L([a; +∞[) – Банаховий простiр iнтегрованих за Лебегом функцiй.

Рiвняння виду (1) при m = 0 розглядалося у роботi[2]:

(r(t)u(m))(n−m) ± qy = 0, n ≥ 2.

Рiвняння виду (1) при s ≡ 1 та m = n− 1 розглядалося у роботi[3]:

u(n) =

n−1∑
k=0

pk(t)u(k).

Для таких рiвнянь у вiдповiдних роботах було отримано асимптотичнi зобра-
ження розв’язкiв при накладанi рiзних умов на коефiцiєнти.

Нами для рiвняння (1) знайденi умови iснування та асимптотичнi зображе-
ння розв’язкiв при деяких умовах на функцiї pk та функцiю r.

Отримано наступну теорему.

Теорема. Нехай для рiвняння (1) виконується умова (2), а також умови(q
r

) 1
n
/∈ L([a; +∞[),

r′

r
·
(q
r

)− 1
n ∈ L([a; +∞[),

q′

q
·
(q
r

)− 1
n ∈ L([a; +∞[)(

r′

r

)2

·
(q
r

)− 1
n ∈ L([a; +∞[),

(
q′

q

)2

·
(q
r

)− 1
n ∈ L([a; +∞[),

pk−1(t)

q(t)
·
(q
r

) k−1
n ∈ L([a; +∞[) (k = 2,m),

pm(t)

r(t)q(t)
·
(q
r

)m
n ∈ L([a; +∞[).
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Тодi рiвняння (1) має фундаментальну систему розв’язкiв uj (j = 1, n), якi
допускають асимптотичнi зображення

uk−1
j = q(t)−αk · r(t)−βk · exp

λj · t∫
a

(q
r

) 1
n

 · [λk−1
j + o(1)], (k, j = 1, n)

де λ0
j – коренi рiвняння

λn = σ.

Результати, отримнi для вказаного рiвняння (1), у деякому сенсi узагаль-
нють результати, отриманi в роботах Хiнтона та I. Т. Кiгурадзе. При отриманнi
асимптотичних зображень за допомогою замiн змнної рiвняння (1) перетворю-
ється у еквiвалентну систему квазалiнiйних диференцiальних рiвнянь, для якої
виконуються вiдомi результати Левiнсона (див., наприклад у [1], при цьому
рiвняння (1) у деякому сенсi асимптотично еквiвалентне до вiдповiдного дво-
членного диференцiального рiвняння n-го порядку.

1. Coddington E. A. and Levinson N. (1955) Theory of Ordinary Differential
Equations (McGraw-Hill, New York–Toronto–London)

2. Hinton Don B. (1968) Asymptotic behavior of solutions of (ry(m))(k) ± qy = 0.
// Journal of Differential Equations, – Vol. 4, No. 5,– pp. 590–596

3. Кiгурадзе I. Т. Деякi сингулярнi крайовi завдання звичайних диференцi-
альних рiвнянь. – Тбiлiсi: Вид-во Тбiлiс. ун-ту, 1975. – 352 с.
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Онлайн-сервiси для створення iнтерактивних вправ, тестувань
та опитувань

Колiсник Руслана, Усатюк Iнна

r.kolisnyk@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

У сучасному свiтi технологiчний розвиток та зростання важливостi еле-
ктронного навчання вiдкривають новi можливостi для покращення освiтнього
процесу. Запровадження iнформацiйних та комунiкацiйних технологiй у навча-
ння вiдкриває новi можливостi для пiдвищення якостi та ефективностi навча-
ння. Один iз важливих аспектiв такого розвитку – це використання онлайн-
сервiсiв для створення iнтерактивних вправ, тестувань та опитувань. Цi сервi-
си дозволяють створювати iнтерактивнi завдання, якi сприяють бiльш актив-
ному залученню учнiв до навчання, пiдвищенню їх мотивацiї та засвоєнню на-
вчального матерiалу та суттєво впливають на розвиток сучасних педагогiчних
методик. Перед вчителями вiдкриваються новi можливостi для забезпечення
якiсного та ефективного освiтнього процесу.

Серед платформ/сервiсiв, якi найкраще пiдходять для створення iнтерактив-
них навчальних вправ, тестiв, опитувань для урокiв математики, варто видiли-
ти наступнi: Kahoot!, Quizizz, Всеосвiта, OnlineTestPad, GoogleForms, Learni-
ngApps.

У роботi вивчено питання ефективностi використання вказаних сервiсiв при
проведеннi урокiв математики.

Рис 1. Тест оцiнювання досягнень учнiв

Зупинимось детальнiше на можливостях використання платформи Quizizz
при проведеннi уроку математики в 6 класi. Quizizz – це онлайн-платформа
для створення тестiв та опитувань, якi можуть використовуватися для iнте-
рактивної перевiрки знань учнiв на уроках математики. Наприклад, учитель
пiдготував урок математики у 6 класi на тему “Розв’язування рiвнянь. Основнi
властивостi рiвнянь”. Для оцiнювання досягнень учнiв створив тест (рис. 1) iз
запитаннями про рiзнi види рiвнянь, їх властивостi та методи їх розв’язування.

В класi є мультиборд, на якому вiдображаються питання тесту з Quizizz.
Учнi вiдповiдають на тестовi запитання за допомогою своїх смартфонiв (рис.
2) або ноутбукiв. Система Quizizz вiдображає результати тестувань учнiв на-
живо, а завдяки лiдерськiй дошцi, учнi бачать, хто з них набрав найбiльше
балiв, що створює додатковий iнтерес до змагання та мотивує до навчання. Пi-
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сля завершення кожного запитання, вчитель обговорює правильнi та помилковi
вiдповiдi, пояснюючи основнi моменти та технiки розв’язування.

Рис 2. Вiкно для вiдповiдi на тестовi запитання

Отже, використання iнтерактивних вправ та тестiв через онлайн-сервi си-
сприяє бiльш активному залученню учнiв до навчання. Iгровий характер зав-
дань на платформах, таких як Quizizz, Kahoot! та iншi, створює зацiкавленiсть
та конкурентну атмосферу на уроках. Учнi з бiльшим задоволенням взаємодi-
ють з математичним матерiалом, вiдповiдають на питання та долучаються до
змагань.

1. Використання онлайн-платформ для створення тестiв та опи-
тувань [Електронний ресурс]. – URL: http://ict.ippo.edu.te.ua/
files/files/rekomendacii/vikoristannya-onlajn-platform-dlya-stvorennya-testiv-
ta-opituvan.pdf.

2. Методичнi рекомендацiї “Платформа Quizizz та мобiльний додаток” [Еле-
ктронний ресурс]. – URL: https://naurok.com.ua/metodichni-rekomendaci-
platforma-quizizz-ta-mobilniy-dodatok-111732.html.
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Керування рухом матерiальної точки з урахуванням
невiдомого тертя
Коробов В., Ревiна Т.

valeriikorobov@gmail.com, t.revina@karazin.ua
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна

Розглянемо задачу синтезу для руху матерiальної точки з урахуванням не-
вiдомого тертя: (

ẋ1

ẋ2

)
=

(
x2

p(t, x1, x2)x2 + u

)
. (1)

Тут t ≥ 0, (x1, x2) ∈ R2 - це стан; u - скалярне керування, яке задовольняє
обмеженню |u| ≤ 1; доданок p(t, x1, x2)x2 - потужнiсть тертя, причому нелiнiйне
в’язке тертя p(t, x1, x2) - невiдома функцiя, яка задовольняє обмеженню p1 ≤
p(t, x1, x2) ≤ p2, p1 < 0, p2 > 0. Випадок p(t, x1, x2) = const < 0 вiдповiдає
в’язкому тертю, яке є пропорцiйним першiй степенi швидкостi. Запропонованi
обмеження не виключають "вiд’ємного"тертя, тобто p(t, x1, x2) > 0.

Загальний пiдхiд до розв’язку задачi базується на методi функцiї керова-
ностi, який був запропонований Коробовим В. I. у 1979 роцi [1]. Iз роботи [2]
випливає наступний результат.

Теорема 1. (Чоке Риверо, Коробов, Скорик) [2] Нехай функцiя керованостi
Θ = Θ(x1, x2) визначена для всiх (x1, x2) 6= 0 як єдиний додатнiй корiнь рiвня-
ння

3Θ4 = 350x2
1 + 140x1x2Θ + 35x2

2Θ2. (2)

Тодi керування

u(x1, x2) = − 10x1

Θ2(x1, x2)
− 3x2

Θ(x1, x2)
(3)

розв’язує задачу синтезу для системи
(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
x2

u

)
. Тобто траєкторiя x(t)

замкненої системи, яка починається з довiльної початкової точки x(0) = x0 ∈
R2, закiнчується у початку координат за скiнченний час T (x0) (settling-time
function). Бiльш того, час руху T (x0) дорiвнює Θ(x0), тобто функцiї керова-
ностi, та керування задовольняє обмеженню |u(x1, x2)| ≤ 1.

Завдання данного дослiдження полягає у наступному.
1. Чи можна застосовувати керування (3) для розв’язку задачi синтезу для си-
стеми з тертям (1)?
2. Якщо так, то знайти обмеження на тертя p1, p2.
3. Знайти обмеження на час руху з довiльної початкової точки у початок коор-
динат.

Теорема 2. Нехай 0 < γ1 < 1, γ2 > 1, c > 0 та функцiя керованостi Θ =
Θ(x1, x2) визначена як єдиний додатнiй корiнь рiвняння (2). Нехай Q = {(x1, x2) |
Θ(x1, x2) ≤ c},

p0
1 = max{(1− γ1)p̃0

1; (1− γ2)p̃0
2}, p0

2 = min{(1− γ1)p̃0
2; (1− γ2)p̃0

1},
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p̃0
1 = −7 + 2

√
15

c
, p̃0

2 =
−7 + 2

√
15

c

Тодi для всiх p1 ≤ p(t, x1, x2) ≤ p2, таких, що [p1; p2] ⊂ (p0
1; p0

2), траєкторiя
замкненої системи (1) з керуванням (3), яка починається з довiльної поча-
ткової точки x(0) = x0 ∈ Q, закiнчується у початку координат за скiнченний
час T = T (x0, p1, p2), який задовiльняє обмеженню Θ(x0)/γ2 ≤ T (x0, p1, p2) ≤
Θ(x0)/γ1.

Зауважимо, що скiнченнiсть часу руху (settling-time function) випливає з
нерiвностi на похидну функцiї керованостi в силу збуреної системи [3] −γ2 ≤
Θ̇ ≤ −γ1.

Для знаходження траєкторiї, яка починається у заданiй початковiй точцi
x0 = (x0

1, x
0
2) ∈ Q, обираємо p1 ≤ p(t, x1, x2) ≤ p2, потiм знаходимо єдиний

додатнiй корiнь рiвняння (2) Θ0 = Θ(x0
1, x

0
2). Нехай θ(t) = Θ(x(t)). Шукана

траєкторiя є розв’язком задачi Кошi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = p(t, x1, x2)x2 −
10x1

θ2(t)
− 3x2

θ(t)
,

θ̇ = −20 x2
1 + 6x1 x2 θ + x2

2 θ
2 − p(t, x1, x2)(2x1x2θ

2 + x2
2θ

3)

20 x2
1 + 6x1 x2 θ + x2

2 θ
2

,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

1, θ(0) = Θ0.

Робота виконана за пiдтримки гранту вiд фонду iменi Н. I. Ахiєзера.

1. Коробов В. И. Общий подход к решению задачи синтеза ограниченных
управлений в задаче управляемости //Математический сборник. — 1979.
— 109. — №. 4 (8). — С. 582-606.

2. Чоке Риверо А. Е., Коробов В. И., Скорик В. А. Функция управляемо-
сти как время движения. I //Журнал математической физики, анализа,
геометрии. – 2004. – 11, №. 2. – С. 208-225.

3. Korobov V.I., Revina T.V. On perturbation range in the feedback
synthesis problem for a chain of integrators system// IMA J. Math.
Control and Information. – 2021. – 38, No. 1. – pp. 396-416,
https://doi.org/10.1093/imamci/dnaa035
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Про впровадження проєкту “Оновлена iнформатика –
IT-студiї” у загальноосвiтнiх закладах України

Косован Василь

v.kosovan@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Україна

Ще у груднi 2021 року Мiнiстерством освiти i науки та Мiнiстерством ци-
фрової транформацiї було зiнiцiйовано оновлення шкiльного курсу з «Iнформа-
тики» вiдповiдно до концептуальних засад Нової української школи (в межах
реформи IТ-освiти в Українi). Мета цього проєкту (названого спочатку "Iн-
форматика NewG") — оновити та осучаснити навчання iнформатики в середнiй
школi, модернiзувати системи пiдготовки IТ-фахiвцiв "вiд щколи до аспiранту-
ри забепечити IТ-iндустрiю висококвалiфiкованими спецiалiстами [1].

Наприкiнцi травня 2022 року даний проєкт, який впроваджувався програ-
мою EU4DigitalUA в межах другого компоненту «Iнституцiйне змiцнення та
розвиток потенцiалу» (FIIAPP) та фiнансувався ЄС, вiдновили — провели добiр
вчителiв iнформатики та закладiв освiти, якi висловили бажання апробовувати
новий вмiст та ресурси у 2022–2023 навчальному роцi[2].

У пiлотi взяли участь 50 шкiл,яких вiдiбралили з 405 заявок, створили валi-
дну вибiрку за такими критерiями: максимальне покриття всiх областей Укра-
їни, розподiл закладiв за кiлькiстю учнiв, мiсцем розташування, формою вла-
сностi, профiлiзацiєю тощо. Загалом до пiлотування залучили бiльш як 3000
учнiв пiд керiвництвом 73 вчителiв iнформатики.

Пiлотування курсу оновленої iнформатики тривало з вересня 2022 по чер-
вень 2023 року. Матерiали розмiщувалися, модерувалися на платформi "Все-
українська школа онлайн". Цi ресурси допомагали, зокрема, готуватися вчи-
телю до занять, учневi ж навчатися, опрацьовуючи, матерiал, який вiн здатен
опанувати як в синхронному, так i в асинхронному режимi, в класi, або само-
стiйно. Кiлькiсть годин на кожен з модулiв змiстової лiнiї визначав вчитель.
Варто вiдзначити плiдну спiвпрацю з Харкiвським, Одеським i Львiвським
IТ-кластерами. Їхнi представники надавали зворотний зв’язок, технiчну екс-
пертизу з окремих тем i створили декiлька навчальних вiдео, надавали власнi
навчальнi ресурси.

Однiєю iз основних iдей при пiлотуваннi була репалiзацiя академiчної сво-
боди викдладача, а саме: можливiсть регулювати кiлькiсть навчальних годин,
вiдведених на кожне iз запропонованих в IТ-студiях занять, не залежно вiд на-
вчальної програми. У результатi вчителi отримали не матерiали пiд конкретну
навчальну програму, а унiфiкованi рекомендацiї для навчання. Автори проєкту
видiлили п’ять напрямiв, за якими структурували ресурси. Це аналоги роздiлiв
навчальної програми:

- "Цифрова грамотнiсть";
- "Медiатворчiсть";
- "Обчислювальне мислення та програмування";
- "Аналiз даних та моделювання";
- "Цифрове громадянство".
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При пiлотуваннi проєкту оновленої iнформатики було доопрацьовано на-
вчальну програму, зокрема додано бiльше iнтерактивних i рiзнорiвневих зав-
дань, видiлено роль теоретичних обґрунтувань при проведеннi практичних до-
слiджень та навчальних проєктiв, презентовано навчальнi вiдео. [3, 4].

Наразi освiтнi ресурси «Оновленої iнформатики — IT-студiї» розмiщуються
на окремому модулi платформи «Дiя.Освiта» [5] та до кiнця осенi 2023 пла-
нуються бути вiдмаcштабованi для всiх загальноосвiтнiх закладiв України. На
думку iнiцiаторiв запуску програми, це допоможе покращити функцiонал, iн-
клюзивнiсть, навiгацiю ресурсами та iнтеграцiю рiзнорiвневих завдань.

1. МОН та Мiнцифри розпочинають роботу над реформуванням IТ-
освiти. URL: https://mon.gov.ua/ua/news/mon-ta-mincifri-rozpochinayut-
robotu-nad-reformuvannyam-it-osviti.

2. Про пiлотування оновленого змiсту iнформатичної освiти: На-
каз Мiнiстерства освiти i науки України вiд 2.12.2022 №1089.
URL: https://mon.gov.ua/ua/npa/pro-pilotuvannya-onovlenogo-zmistu-
informatichnoyi-osviti.

3. Бiльше iгор, iнтерактиву та рефлексiї. Школярам почали викладати онов-
лену «Iнформатику» — як виглядає новий курс. DOU: Спiльнота програ-
мiстiв. URL: https://dou.ua/lenta/articles/updated-informatics-2023/.

4. IT-студiї на уроках iнформатики: як змiниться шкiльна iнформатика з 1 ве-
ресня? Освiторiя. Медiа. URL: https://osvitoria.media/experience/it-studiyi-
na-urokah-informatyky-yak-zminytsya-shkilna-informatyka-z-1-veresnya/.

5. Що таке оновлена iнформатика? URL: https://osvita.diia.gov.ua/it-studios.
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Моделювання SIR моделей для прогнозування поширення
COVID-19

Косович Iгор, Щур Тетяна, Щур Олександр

kosovych.ihor@chnu.edu.ua, lunyk.tetiana@chnu.edu.ua,
shchur.olexandr@chnu.edu.ua

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

При моделюваннi iнфекцiйних захворювань популярними є класичнi SIR-
моделi [1]. За останнiй час розробленi новi способи iмiтацiйного моделювання
iнфекцiй за допомогою методу клiтинних автоматiв, де є набiр агентiв, якi мо-
делюють рух iндивiдiв що можуть перебувати у рiзних станах. При такому мо-
делюваннi важливим є застосування компенсаторного вивчення [2] поширення
вiрусу. Розглядається метод ”Multi-agent reinforcement learning” для моделюва-
ння взаємодiї в динамiчному середовищi.

Рис. 1. Динамiка рiзних обмежень соцiальної дистанцiї на рiзнi кривi

На рис. 1 наведено розглянутi стратегiї на рiзнi кривi захворювань, щоб
побачити, як вони вирiвнюються i в якому форматi. Без жодних витрат на
впровадження соцiального дистанцiювання найкращим варiантом є виконання
100% соцiального дистанцiювання. При зменшеннi соцiального дистанцiювання
до 50% крива не має високого пiку i є досить згладженою. Для практичної
стратегiї потрiбно розглядати 10%, 25% та 30% соцiального дистанцiювання.

Математичнi моделi динамiки iнфекцiйних хвороб детально проаналiзованi
в наукових дослiдженнях [1]-[3]. Як правило, SIR моделi – системи диференцi-
альних рiвнянь, що описують поширення захворювання в популяцiї розмiру N ,
якi мають три вiддiли, кожен з яких є функцiєю часу t: S(t) – кiлькiсть осiб,
якi ще не iнфiкованi, I(t) – кiлькiсть iнфiкованих осiб, а R(t) – кiлькiсть осiб,
якi одужали вiд захворювання та мають iмунiтет. Вважаємо, що хвороба має
iнкубацiйний перiод вiрусу τ1 > 0, а перiод вiдновлення τ2 > 0.

Динамiка такого процесу описується системою iз запiзненням [4]:
dS

dt
= −bS (t− τ1) I (t− τ1) ,

225



dI

dt
= bS (t− τ1) I (t− τ1)− gI (t− τ2)− aI(t),

dR

dt
= gI (t− τ2) .

Наближений розв’язок розглянутої SIR моделi iз запiзненнями одержаний за
допомогою модифiкованого iтерацiйного методу Ейлера з початковими умовами
y1(0) = 5, y2(0) = 1, y3(x) = 0 при t ≥ 0 та параметрами h = 0.1, τ1 = 1, τ2 = 10.

Iз отриманих числових експериментiв [5] можемо зробити висновок, що перi-
одичнi спалахи iнфекцiї (при фiксованому iнкубацiйному перiодi τ1 = 1) вини-
кають, якщо iмунiтет втрачається за час τ2 ≥ 7. Епiдемiя стабiлiзується, якщо
τ2 ≤ 6. Аналiз математичних моделей бiологii, екологii, медицини показав, що
введення в них запiзнення дозволяє зробити їx адекватними до реальних про-
цесiв.

1. N. Bacaër. McKendrick and Kermack on epidemic modelling (1926-1927) // A
Short History of Mathematical Population Dynamics. Springer, London, 2011.
– P. 89-96.

2. Gupta T., Sycara K. A brief survey of deep multi-agent reinforcement learning
// Proceedings of the 2nd International Conference on Intelligent Autonomous
Systems and Networks (IASN), 2020. – P. 1-6.

3. Fathalla A. Rihan. Delay Dierential Equations and Applications to Biology //
Springer, 2021. – 303 p.

4. Ebraheem H., Alkhateeb N., Badran H., Sultan E. Delayed Dynamics of SIR
Model for COVID-19 // Open Journal of Modelling and Simulation, 2021. –
No9. – P. 146-158.

5. I.Т. Косович, Т.В. Щур, I.М. Черевко. Математичне та iмiтацiйне моделю-
вання епiдемiологiчних процесiв // Математичне та комп’ютерне моделю-
вання. Серiя: Фiзико-математичнi науки: Зб. наукових праць. Кам’янець-
Подiльський, 2022. – Вип. 23. – С. 49-57.
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Про один критерiй рiвномiрного розподiлу послiдовностей
заданий в термiнах Qs-представлення дiйсних чисел

Кривошия Ростислав

vikasvat2013@gmail.com
Кропивницький будiвельний фаховий коледж

Послiдовнiсть (xn) називається рiвномiрно розподiленою, якщо для довiль-
ного iнтервалу (a; b) ⊂ [0; 1] виконується умова

lim
n→∞

Nn
(
(a; b)

)
n

= b− a,

де Nn((a; b)) — кiлькiсть чисел серед {x1}, {x2}, . . . , {xn}, якi належать iнтер-
валу (a; b).

Нехай (q0; q1; ...; qs−1) — стохастичний вектор з строго додатними коорди-
натами. Вiдомо [3], що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує нескiн-
ченний вектор (α1;α2; . . . ;αn; . . . ) кожна координата якого належить множинi
{0; 1; ...; s− 1} такий, що

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα2qα1 + . . .+ βαn+1qαnqαn−1 . . . qα1 + . . . , (1)

де β0 = 0, β1 = q0, ..., βs−1 = q0 + ...+ qs−2.
Представлення (1) називається Qs-представленням числа x i має наступне

зображення:
x = ∆Qs

α1α2α3...αn....

Розглянемо наступний оператор зсуву:

T (∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α2α3...αn....

Позначимо
Tn(x) = T (T (...T (x))︸ ︷︷ ︸

n

.

Теорема 1. Послiдовнiсть (Tn(x)) рiвномiрно розподiлена тодi i тiльки тодi,
коли iснує стала C така, що для кожної iнтегровної за Рiманом функцiї f(t)
виконується умова:

lim
n→+∞

∑n
j=1 f(Tj(x))

n
≤ C

∫ 1

0

f(t)dt.

1. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, рас-
пределения. – Киев: Наук. думка, 1992. – 208 с.

2. Borel.E Les probabilies denombrables et leurs applications arithmetiques. —
Rend. Circ. Mat. Palermo. – 1909. – №28. – P. 247-271.
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Задача з iнтегральними умовами для одного узагальненого
рiвняння Трiкомi в смузi

Кузь Антон

kuz.anton87@gmail.com
IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

В областi

D := {(x, y) : x ∈ (−M,L), y ∈ R}, M,L > 0,

розглядаємо задачу знаходження майже перiодичного за змiнною y iз заданим
спектромM,

M := {µk ∈ R : d1|k|σ1 6 |µk| 6 d2|k|σ2 , µ−k = µk, k ∈ Z}

розв’язку u := u(x, y) рiвняння

∂2u

∂x2
− a2xn

∂2u

∂y2
= 0, a > 0, n ∈ Z+, (1)

з iнтегральними умовами за змiнною x вигляду

L∫
−M

xr1u(x, y)dx = ϕ1(y),

L∫
−M

xr2u(x, y)dx = ϕ2(y), (2)

де r1, r2 ∈ Z+, r2 > r1; функцiї ϕ1, ϕ2 — є майже перiодичними зi спектормM,

ϕj(y) =
∑
k∈Z

ϕjk exp(iµk, x), j = 1, 2.

В роботi встановлено умови однозначної розв’язностi задачi (1), (2) у про-
сторах типу Соболєва майже перiодичних за змiнною y функцiй та побудовано
розв’язок задачi у виглядi ряду. Видiлено випадки, коли розв’язнiсть задачi (1),
(2) пов’язана з проблемою малих знаменникiв [1].

1. Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я, Полiщук В.М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наукова думка, 2002. –
416 с.
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Регулярнiсть лiнiйних розширень динамiчних систем на торi з
виродженою матрицею

Кулик Вiктор1, Кулик Ганна2, Степаненко Наталiя3

1viktor.kulyk@polsl.pl, 2ganna_1953@ukr.net,
3nataliya.stepanenko@lll.kpi.ua

1Сiлезський Технiчний Унiверситет, Глiвiце (Польща)
2,3Нацiональний Технiчний Унiверситет України «КПI» iменi I.Сiкорського,

Київ

Питання регулярностi лiнiйних розширень динамiчних систем на торi є ду-
же важливим, оскiльки з допомогою таких систем описуються багаточастотнi
нелiнiйнi коливання, якi виникають в багатьох задачах математичної фiзики.

В запропонованiй доповiдi будемо розглядати питання iснування функцiї
Грiна-Самойленка системи диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= a (ϕ) ,

dx

dt
= A (ϕ)x (1)

з тотожно виродженою матрицею A (ϕ). Це питання пов’язане з iснуванням
експоненцiально дихотомiчних на всiй осi R = (−∞,+∞) лiнiйних нестацiонар-
них систем диференцiальних рiвнянь dx

dt
= A (t)x зi змiнною матрицею A (t)

неперервною i обмеженою на R такою, що detA (t) ≡ 0 ∀t ∈ R. Очевидно, при
постiйнiй матрицi A (t) = A, для якої detA = 0, система dx

dt
= Ax не буде експо-

ненцiально дихотомiчною. Простим прикладом експоненцiально дихотомiчної
нестацiонарної лiнiйної системи з виродженою матрицею може служити насту-
пна
d
dt

(
x1

x2

)
=

(
cos2t (sin2t− 1)

(sin2t+ 1) −cos2t

)(
x1

x2

)
, а регулярним лiнiйним роз-

ширенням (1) з тотожно виродженою матрицеюA (ϕ) є наступне dϕ
dt

= 5, d
dt

(
x1

x2

)
=[

(3cos2ϕ+ 4sin2ϕ) (−4cos2ϕ+ 3sin2ϕ− 5)
(−4cos2ϕ+ 3sin2ϕ+ 5) (−3cos2ϕ− 4sin2ϕ)

](
x1

x2

)
. Розглядаючи в си-

стемi (1) бiльшу розмiрнiсть нiж 2 нормальних змiнних x , виникало питання: чи
можливий випадок, коли rangA (ϕ) ≡ 1 i при цьому система (1) є регулярною?
На це питання можна дати позитивну вiдповiдь.

Приведемо приклад.

dϕ

dt
= a (ϕ) ,

dx

dt
=
[
L (ϕ) JL−1 (ϕ)

]
x (2)

де a (ϕ) ∈ CLip (T1), x ∈ R3,

L (ϕ) =

 (
1 +
√

2cosϕ
)

2sinϕ
(
1−
√

2cosϕ
)

2sinϕ −2
√

2cosϕ −2sinϕ(
1−
√

2cosϕ
)

−2sinϕ
(
1 +
√

2cosϕ
)
 ,

J =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
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Доведено, що система (2) має єдину функцiю Грiна-Самойленка при кожнiй
фiксованiй скалярнiй функцiї a (ϕ), яка не приймає нульових значень.

Дослiджуючи властивiсть регулярностi наступної системи диференцiальних
рiвнянь{

dϕ1
dt

= a1 (ϕ1, ϕ2) ,
dϕ2
dt

= a2 (ϕ1, ϕ2) ,

dx

dt
=
[
L (ϕ1, ϕ2) JL−1 (ϕ1, ϕ2)

]
x, x ∈ R4, (3)

aj (ϕ1, ϕ2) ∈ CLip (T2) , J = diag {1, 0, 0, 0} , L (ϕ1, ϕ2) = L1 (ϕ1) + L2 (ϕ2) ,

L1 (ϕ1) =


cosϕ1 sinϕ1

sinϕ1 −cosϕ1

cosϕ1 sinϕ1

sinϕ1 −cosϕ1

cosϕ1 sinϕ1

sinϕ1 −cosϕ1

cosϕ1 sinϕ1

sinϕ1 −cosϕ1

 ,

L2 (ϕ2) =


cosϕ2 sinϕ2

sinϕ2 −cosϕ2

−cosϕ2 −sinϕ2

−sinϕ2 cosϕ2

−cosϕ2 −sinϕ2

−sinϕ2 cosϕ2

cosϕ2 sinϕ2

sinϕ2 −cosϕ2

 ,
доведено наступне твердження.

Теорема. Якщо в системi (3) скалярнi функцiї aj (ϕ1, ϕ2) задовольняють одно-

часно двом нерiвностям
{
a1 (ϕ1, ϕ2) + a2 (ϕ1, ϕ2) > 0,
a1 (ϕ1, ϕ2) · a2 (ϕ1, ϕ2) < 0,

то система (3) ма-

тиме єдину функцiю Грiна-Самойленка.

Зауваження. Змiннi матрицi L1 (ϕ1) , L2 (ϕ2) такi, що L1 (ϕ1) ·L2 (ϕ2) ≡
L2 (ϕ2) ·L1 (ϕ1) ≡ 0, (L1 (ϕ1) + L2 (ϕ2))2 ≡ 4diag {1, 0, 0, 0, } i обернена матриця
записується у виглядi L−1 (ϕ1, ϕ2) ≡ 1

4
L (ϕ1, ϕ2).

Як наслiдок приведеної теореми приведемо приклад регулярної на R лiнiй-
ної системи dx

dt
= A (t)x, x ∈ R4, всi нетривiальнi розв’язки якої експоненцiально

затухають до нуля на −∞ i зростають на +∞ i при цьому rang A (t) ≡ 1.

d

dt


x1

x2

x3

x4

 =


σ2

1 σ1σ2

σ2σ1 σ2
2

σ1σ3 σ1σ4

σ2σ3 σ2σ4

σ3σ1 σ3σ2

σ4σ1 σ4σ2

σ2
3 σ3σ4

σ4σ3 σ2
4




x1

x2

x3

x4

 ,

де позначено σ1 = cosmt + cosnt, σ2 = sinmt − sinnt, σ3 = cosmt − cosnt,
σ4 = sinmt + sinnt, m,n – натуральнi числа для яких виконується нерiвнiсть
m− n > 0.

1. Yu. A. Mitropolsky, A. M. Samoilenko, V. L. Kulyk Dichotomies and stability
in nonautonomous linear systems, Taylor & Francis Inc, London 2003

2. Кулик В.Л., Кулик Г.М., Степаненко Н.В. Про деякi конструкцiї регуляр-
них лiнiйних розширень динамiчних систем на торi. // Нелiнiйнi коливан-
ня, 2023, т.26. №1. -С.77-94
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Про необхiднi умови iснування та асимптотику одного класу
розв’язкiв деякого диференцiального рiвняння другого порядку

Кусiк Людмила

lk09032017@gmail.com
Одеськiй нацiональний морський унiверситет

Розглядаємо диференцiальне рiвняння

y′′ = f(t, y, y′), (1)

де f : [a, ω[×∆Y0 × ∆Y1 → R є неперервною функцiєю, −∞ < a < ω ≤ +∞,
∆Yi (i ∈ {0, 1}) - одностороннiй окiл Yi i Yi (i ∈ {0, 1}) є або 0 або ±∞. Будемо
вважати, що числа, заданi формулою

µi =

{
1, якщо Yi = +∞ або Yi = 0 i ∆Yi − правий окiл 0,
−1, якщо Yi = −∞ або Yi = 0 i ∆Yi − лiвий окiл 0,

задовольняють нерiвностi

µ0µ1 > 0 при Y0 = ±∞ i µ0µ1 < 0 при Y0 = 0. (2)

Рiвняння (1) будемо дослiджувати на одному класi розв’язкiв (див. [1] ).

Означення 1. Розв’язок y рiвняння (1), що визначений на промiжку [t0, ω [⊂
[a, ω [, називаємо Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком , де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо виконано
наступнi умови

y(i)(t) ∈ ∆Yi при t ∈ [t0, ω[ , lim t ↑ ωy(i)(t) = Yi (i = 0, 1),

lim
t↑ω

[y′(t)]2

y(t)y′′(t)
= λ0.

В залежностi вiд λ0 цi розв’язки мають рiзнi властивостi. А саме, в [1] вста-
новлено, що

для λ0 ∈ R \ {1} lim
t↑ω

πω(t)y′(t)
y(t)

= λ0
λ0 − 1

, lim
t↑ω

πω(t)y′′(t)
y′(t)

= 1
λ0 − 1

,

для λ0 = 1 lim
t↑ω

πω(t)y′(t)
y(t)

= ±∞, lim
t↑ω

πω(t)y′′(t)
y′(t)

= ±∞,

для λ0 = ±∞ lim
t↑ω

πω(t)y′(t)
y(t)

= 1, lim
t↑ω

πω(t)y′′(t)
y′(t)

= 0,

де

πω(t) =

{
t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.
При певних умовах на функцiю f рiвняння (1) може бути подане близьким

до двочленного.

Означення 2. Ми говоримо, що функцiя f задовольняє умову (FN1)λ0 для
λ0 ∈ R \ {0, 1}, якщо iснує число α0 ∈ {−1, 1}, неперервна функцiя p : [a, ω[→
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]0,+∞[ i двiчi неперервно диференцiйована функцiя ϕ1 : ∆Y1 →]0,+∞[, що за-
довольняє умови

ϕ′1(w) 6= 0, lim
w−→Y1
w∈∆Y1

ϕ1(w) = ϕ1 ∈ {0,+∞}, lim
w−→Y1
w∈∆Y1

ϕ1(w)ϕ′′1 (w)

(ϕ′1(w))2
= 1,

такi, що для довiльних неперервно диференцiйовних функцiй zi : [a, ω[→ ∆Yi (i =
0, 1), для яких

lim
t↑ω

zi(t) = Yi (i = 0, 1),

lim
t↑ω

πω(t)z′0(t)

z0(t)
=

λ0

λ0 − 1
, lim

t↑ω

πω(t)z′1(t)

z1(t)
=

1

λ0 − 1
.

має мiсце зображення

f(t, z0(t), z1(t)) = α0p(t)ϕ1(z1(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

В силу (FN)λ0 знак другої похiдної будь-якого Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язку (1)
у деякому околi ω спiвпадає з α0. Тому з урахуванням (2) , маємо

α0µ1 > 0 при Y1 = ±∞ i α0µ1 < 0 при Y1 = 0, (3)

Користуючись властивостями класа ΓY1(Z1) (див. [2]), тут встановлено не-
обхiднi умови iснування та асимптотичнi зображення Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв
диференцiального рiвняння (1) у випадку, коли виконано нерiвностi (2), (3) та
функцiя f задовольняє умову (FN1)λ0 для λ0 ∈ R \ {0, 1}.

1. Евтухов В.М. Асимптотическое поведение решений одного нелинейного
дифференциального уравнения второго порядка типа Эмдена - Фаулера.:
дис. ... канд. физ. -мат. наук: 01.01.02. Одесса, 1980. – 154 с.

2. Черникова А.Г. Асимптотична поведiнка розв’язкiв звичайних диференцi-
альних рiвнянь з швидко змiнними нелiнiйностями.: дис. ... канд. физ. -мат.
наук: 01.01.02. Одеса, 2019. – 156 с.
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Онлайн калькулятор розрахунку необхiдної товщини теплової
iзоляцiї для будiвельних конструкцiй та трубопроводiв

Кушнiрчук Василь, Кушнiрчук Володимир

v.kushnirchuk@chnu.edu.ua, vovak@com.cv.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Бiльшiсть практичних задач прийняття оптимальних рiшень є багатокрите-
рiальними. Такими, зокрема, є задачi, якi описують економiчнi, еколого-економiчнi,
соцiальнi, механiчнi процеси. Цi задачi виникають у тих випадках, коли необхi-
дно одним актом прийняття рiшень домогтися найкращого, у певному розумiн-
нi, виконання кiлькох, можливо таких, що протирiчать один одному, критерiїв.
З математичної точки зору задачi багатокритерiальної оптимiзацiї є природним
узагальненням звичайних задач оптимiзацiї.

В цих задачах розв’язок вважається оптимальним (ефективним чи Парето-
оптимальним), якщо будь-який з критерiїв можна покращити лише за рахунок
погiршення значень решти критерiїв [1, 3].

Бiльшiсть вiдомих пiдходiв до розв’язування задачi багатокритерiальної опти-
мiзацiї базується на її зведеннi до задачi нелiнiйного програмування. Одним з
основних методiв такого типу є метод згорток, в якому всi критерiї згортаються
в один критерiй. Використовуються також мультиплiкативнi згортки, методи
поступок, цiльового програмування та iншi методи.

Процес розв’язання задачi, очевидно, залежить вiд конкретизацiї тих фун-
кцiй, що формують задачу. У певних випадках можна застосувати метод вiзу-
алiзацiї множини досяжних оцiнок i видiлення її межi, яка буде мiстити мно-
жину ефективних оцiнок. Такий пiдхiд був реалiзований при розробцi онлайн
калькулятора розрахунку необхiдної товщини теплової iзоляцiї для будiвельних
конструкцiй та трубопроводiв. Розроблений калькулятор [4] обчислює значення
необхiдної товщини теплоiзоляцiї:
• для будiвельних конструкцiй – з урахуванням температури навколишнього

середовища, необхiдної температури в примiщеннi та характеристик ко-
жного зi слоїв стiни;

• для трубопроводiв – з урахуванням температури на поверхнi iзоляцiї, тем-
ператури теплоносiя в трубопроводi, внутрiшнього дiаметру трубопроводу,
а також характеристик стiнок трубопроводу (товщини та їх матерiалу) над
та пiд теплоiзоляцiйним матерiалом.

1. Волошин О.Ф., Мащенко С.О. Теорiя прийняття рiшень: Навчальний посi-
бник. – К.: ВПЦ “Київський унiверситет”, 2010. – 336 с.

2. Кушнiрчук В.В., Кушнiрчук В. Застосування сучасних комп’ютерних те-
хнологiй при пiдготовцi фахiвцiв економiчних спецiальностей // Працi на-
укового товариства iм.Шевченка. Том II. Комп’ютерно-орiєнтованi техно-
логiї. Матерiали Косiвського осередку НТШ. – Косiв, 2005. – С. 39–40.
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При впровадженнi карантинних заходiв, пов’язаних з пандемiєю Covid-19,
Чернiвецький регiональний центр пiдвищення квалiфiкацiї (ЧРЦПК) [1] зi-
штовхнувся з необхiднiстю органiзацiї процесу дистанцiйного навчання та те-
стування слухачiв курсiв, що пропонує центр. Впродовж деякого часу ЧРЦПК
проводив дiяльнiсть використовуючи загальнопоширенi платформи. Але пiзнi-
ше виникли деякi унiкальнi вимоги, якi або не вирiшувалися зазначеними за-
собами, або процес зводився до одночасного використання багатьох платформ,
кожна з яких вирiшувала певний сектор завдань. Але їх адмiнiстрування i ке-
рування вимагало значних трудовитрат.

Для подолання цих проблем автором був проведений аналiзпоточного про-
цесу навчання та запропоновано розробку власної навчальної онлайн платфор-
ми для ЧРЦПК. В розробленiй пропозицiї та проєктi технiчного завдання на
розробку програмного продукту було показано оптимальнiсть запропонованого
варiанту розробки нового програмного продукту, що вирiшив би основнi пробле-
ми центру, зробив обслуговування комплексу централiзованим та швидким, а
в перспективi надав би можливiсть розширення експлуатацiйних можливостей
комплексу.

В результатi було розроблено систему [2], якамiстить такi основнi частини:
1. Вiтальна частина – головна сторiнка та сторiнки з презентацiями курсiв i

можливiстю їх адмiнiстрування (рис. 1).
2. Адмiнiстративна частина включає:

(a) Керування групами користувачiв та їх користувачами - дозволяє про-
водити редагування персональних даних, призначення курсiв для на-
вчання, тощо.

(b) Керування курсами (асинхронне, онлайн та оф-лайн навчання) надає
можливiсть гнучкого управлiння контентом курсiв -створення навчаль-
них матерiалiв та їх вмiсту рiзних типiв:
• форматований текст;
• прикрiпленi файли;
• iнтеграцiя вiдео навчань;
• тестування рiзних типiв i характеристик (рис.5), з можливiстю рiзної

алгоритмiзацiї (навiгацiя по матерiалах та присвоєння навчальних
балiв) при вiрних/невiрних вiдповiдях на тестування;

• практичнi завдання з перевiркою адмiнiстратором (зi сповiщеннями
для останнього) та аналогiчною алгоритмiзацiєю,

призначення слухачiв курсiв та календарних обмежень на проведення
навчання, тощо.

(c) Керування сертифiкатами – функцiонал генерацiї сертифiкатiв для ко-
ристувачiв, якi успiшно завершили навчання.
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(d) Пошуковi системи та оптимiзацiя навiгацiї по курсах та користувачах.
(e) Аналiтична система – дозволяє в деталях вiдслiдковувати поведiнку

кожного слухача при проходженнi курсу (дата, час та тривалiсть озна-
йомлення з матерiалами або проходження тестiв/практичних завдань,
наданi вiдповiдi та iнша повна деталiзацiя).

3. Користувацька частина – дозволяє авторизованим користувачам проходи-
ти призначенi адмiнiстратором курси згiдно описаного вище алгоритму та
отримувати електроннi сертифiкати про проходження навчання.
Розроблена навчальна онлайн платформа була передана в експлуатацiю ЧР-

ЦПК та активно використовується для органiзацiї навчального процесу та су-
путнiх потреб Центру. Здiйснюється постiйна пiдтримка щодо розширення мо-
жливостей програмного комплексу та формуються подальшi плани з розвитку
ПЗ.

Висновок: сучаснi засоби дозволяють якiсно проектувати, алгоритмiзувати
та вирiшувати актуальнi завдання, з врахуванням викликiв сьогодення. Головне
– до процесу потрiбно пiдходити з iнiцiативою та творчо, повнiстю вiддаватися
цьому процесу, що забезпечить результати, якi вирiшують поставленi завдання
та професiйну насолоду розробнику та зручнiсть користувачам.

1. Чернiвецький регiональний центр пiдвищення квалiфiкацiї. URL:
http://cppk.cv.ua/.

2. Чернiвецький регiональний центр пiдвищення квалiфiкацiї. Навчальна он-
лайн платформа. URL: https://study.cppk.cv.ua/.
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Розглядається задача оптимального керування системою iнтегро-ди-
ференцiальних рiвнянь

ẋ =

f1(t, x) + f2(t, x)u(t) +
t∫

0

f3(t, s, x)u(s)ds,

x(0) = x0,

(1)

з критерiєм якостi

J(u) =

τ∫
0

L(t, x(t), u(t))dt→ inf, (2)

на вiдрiзку [0, T ], де x0 ∈ D - фiксований вектор, x ∈ D - фазовий вектор,
D - деяка область в Rd, ∂D - межа D, D = D ∪ ∂D, τ = τ(u) - момент
першого виходу розв’язку, x(t) = x(t, u) на ∂D, u ∈ U ⊂ Rm - вектор керу-
вання, U - опукла, замкнена множина в Rm i 0 ∈ U . Нехай виконуються
наступнi умови:
A) вектор-функцiя f1(t, x) : [0, T ]×D → Rd, матриця f2(t, x) : [0, T ]×D →

Rd×Rm i матриця f3(t, s, x) : [0, T ]× [0, T ]×D → Rd×Rm - неперервнi
за сукупнiстю змiнних.

B) окрiм того, у випадку необмеженої областi D виконуються ще й на-
ступнi умови для функцiй f1(t, x), f2(t, x), f3(t, s, x), а саме C > 0 таке,
що для довiльних t, s ∈ [0, T ], x ∈ D:

|f1(t, x)| ≤ C(1 + |x|), (3)
‖f2(t, x)‖ ≤ C(1 + |x|), (4)
‖f3(t, s, x)‖ ≤ C(1 + |x|). (5)

Функцiї L(t, x, u), Lx(t, x, u) i Lu(t, x, u) є неперервними за сукупнiстю
змiнних для будь-яких t ∈ [0, T ], x ∈ D,u ∈ U i задовольняють наступнi
умови:
1) iснують такi k > 0, p > 1, що виконується нерiвнiсть

L(t, x, u) ≥ k|u|p, (6)

для t ∈ [0, T ], x ∈ D,u ∈ U ;
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2) iснують такi K > 0 та α > 0, що

|Lx(t, x, u)|+ |Lu(t, x, u)| ≤ K(1 + |u|p−1 + |x|α), (7)

для t ∈ [0, T ], x ∈ D,u ∈ U .
3) L(t, x, u) опукла по u для будь-яких фiксованих t ∈ [0, T ], x ∈ D.

Керування u(t) вважають допустимим, якщо:

a1) u(t) ∈ Lp([0, T ]), ‖u(·)‖p = (
T∫
0

|u(t)|pdt)
1
p ,

a2) u(t) ∈ U , при t ∈ [0, T ].

Множину допустимих керувань позначатимемо через V.

Теорема. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконуються
умови A) у випадку обмеженостi областi D, а також B) у випадку нео-
бмеженої областi, а також умови 1)-3). Тодi задача (1), (2) має розв’я-
зок в класi допустимих керувань V , тобто iснує оптимальне керування
u∗(t), що мiнiмiзує критерiй якостi (2).

Отже, основним результатом роботи є отримання достатнiх умов опти-
мальностi у термiнах правих частин системи та функцiї L iз критерiя
якостi. При цьому момент закiнчення процесу (момент виходу розв’язку
на межу областi) також залежить вiд керування, що суттєво ускладнює
дослiдження.

Iдея доведення iснування оптимального керування у задачi (1)-(2) бiльш-
менш стандартна i складається iз трьох етапiв:
1) видiлення слабко збiжної мiнiмiзуючої послiдовностi допустимих ке-

рувань;
2) доведення компактностi множини вiдповiдних траєкторiй;
3) обгрунтування граничного переходу в рiвняння i функцiоналi якостi.

Однак, на вiдмiну вiд задач iз фiксованим моментом закiнчення про-
цесу T тут виникає принципова складнiсть: задача розглядається до мо-
менту виходу τ розв’язку на межу розглядуваної областi. При цьому да-
ний момент виходу залежить вiд керування τ = τ(u). Тому, фактично
розв’язком задачi є трiйка (u∗, x∗, τ∗) - оптимальне керування, оптималь-
на траєкторiя та оптимальний момент виходу. Зазначимо, що частинним
випадком даної задачi є задача найшвидшого виходу розв’язку на межу
областi τ → inf (якщо L ≡ 1).

Оскiльки момент виходу τ = τ(u) залежить вiд керування, то для дове-
дення iснування оптимального керування доводиться ще робити i грани-
чний перехiд у моментi виходу τ = τ(u(n)), що є нетривiальною задачею.
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Розглянемо задачу оптимального керування еволюцiйним функцiональ-
но-диференцiальним рiвняннм в банаховому просторi на пiвосi:

du

dt
= Au+ f1 (t, ut) + f2 (t, xt) z (t) ,

u (t) = ϕ0 (t) , t ∈ (−h, 0]
(1)

iз критерiєм якостi

J [u] =

∫ τ

0

(
e−jtG (t, ut) +B(t, z(t))

)
dt→ inf (2)

або
J [u] =

∫ τ

0

(
e−jtG (t, ut) + ‖z(t)‖2dt

)
→ inf (3)

Задача розглядається до моменту виходу розв’язку iз деякої областi
банахового простору. Тут h > 0 – iнтервал запiзнення, t ≥ 0, A – лi-
нiйний необмежений оператор в банаховому просторi X(A : X → X)
з нормою ‖ · ‖, ut = u(t + θ), θ ∈ [−h, 0] i всi t ≥ 0, ut належть про-
стору C = C([−h, 0], X) неперервних функцiй iз стандартною нормою
‖ϕ‖C = max θ∈[−h,0]‖ϕ (θ) ‖, D - деяка область в [−h,∞] × C, ∂D - межа
цiєї областi i D̄ = D ∪ ∂D. τ - момент першого виходу розв’язок (t, ut) на
∂D. Вiдображення f1 i f2 визначенi в D i f1 : D → X, f2 : D → L(X,X),
де L(X,X) – простiр лiнiйних обмежених операторiв, якi дiють iз X в X,
з нормою ‖ · ‖L, z(t) ∈ X – параметр керування.

Розв’язок початкової задачi (1) будемо розумiти в сенсi м’якого розв’яз-
ку.

Доведено iснування оптимальної пари для задач (1),(2) i (1),(3). До-
статнi умови носять коефiцiєнтний характер, що робить їх зручними для
перевiрки.

В роботi [2] розглядалася аналогiчна задача на скiнченному iнтервалi.
Встановлено варiацiйнi спiввiдношення, а саме, доведена слабка збi-

жнiсть оптимальних керувань, сильна збiжнiсть оптимальних траєкторiй,
збiжнiсть критерiїв якостi задач на скiнченних iнтервалах до вiдповiдних
оптимальних керувань, оптимальних траєкторiй та критерiя якостi зада-
чi на пiвосi при збiльшеннi довжини iнтервала, на якому розглядається
задача.
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На сучасному етапi науково-технiчного прогресу, особливо у зв’язку з
широким використанням композитних матерiалiв, iснує нагальна потреба
у вивченнi фiзико-технiчних характеристик таких матерiалiв, що знаходя-
ться в рiзних умовах експлуатацiї, що математично призводить до задачi
розв’язування сепаратної системи диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку на кусково-однорiдному iнтервалi з вiдповiдними початковими та
крайовими умовами.

Одним iз ефективних методiв побудови iнтегральних зображень аналi-
тичних розв’язкiв алгоритмiчного характеру задач математичної фiзики
неоднорiдних середовищ є метод гiбридних iнтегральних перетворень [1].

Розглянемо задачу побудови обмеженого в областi

D2 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I2}, I2 = (0;R1) ∪ (R1;R2) ∪ (R2;R3)

розв’язку сепаратної системи трьох диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними

Lt[u1] + γ2
1u1 − a2

1B
∗
α1

[u1] = f1(t, r), r ∈ (0;R1),

Lt[u2] + γ2
2u2 − a2

2

d2

dt2
[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;R2), (1)

Lt[u3] + γ2
3u3 − a2

3B
∗
α2

[u3] = f3(t, r), r ∈ (R2;R3),

з вiдповiдними початковими умовами, крайовими умовами та умовами
спряження [2-3].

Тут беруть участь диференцiальнi оператори другого порядку Фур’є
d2

dt2 Ейлера B∗α [1-3].
Якщо Lt = d

dt , то ми маємо задачу теплопровiдностi або дифузiї, якщо
Lt = d2

dt2 , то маємо задачу динамiки.
Усi параметри та оператори, якi беруть участь у постановцi крайової

задачi для системи (1), описанi у працях [1-3].
У статтi [2] побудованi пряме та обернене гiбриднi iнтегральнi пере-

творення Ейлера-Фур’є-Ейлера, породженi на множинi I2 гiбридним ди-
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ференцiальним оператором

M(α) = θ(r)θ(R1−r)a2
1B
∗
α1

+θ(r−R1)θ(R2−r)a2
2

d2

dr2
+θ(r−R2)θ(R3−r)a2

3B
∗
α2
,

доведена теорема про основну тотожнiсть цього оператора.
Пряме гiбридне iнтегральне перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера на три-

складовому сегментi з двома точками спряження записується у виглядi
операторної матрицi-рядка. Вихiдна система та початковi умови запису-
ються в матричнiй формi, i ми застосовуємо операторну матрицю-рядок
до заданої задачi за правилом множення матриць. При цьому використо-
вуємо крайовi умови та умови спряження.

В результатi отримуємо задачу Кошi для звичайного диференцiально-
го рiвняння першого (для задачi дифузiї) або другого (для задачi дина-
мiки) порядку. Розв’язок такої задачi будується стандартним чином.

Обернене гiбридне iнтегральне перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера за-
писується у виглядi операторної матрицi-стовпця, i ми застосовуємо його
до побудованого розв’язку задачi Кошi. Пiсля здiйснення певних елемен-
тарних перетворень ми отримуємо єдиний розв’язок вихiдної задачi.

Побудованi розв’язки крайових задач мають алгоритмiчний характер,
що дозволяє використовувати їх як у теоретичних дослiдженнях, так i в
числових розрахунках.

У працi [2] побудовано розв’язок задачi дифузiї на трискладовому се-
гментi [0;R3] з двома точками спряження методом гiбридного iнтеграль-
ного перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера.

У працi [3] побудовано розв’язок задачi динамiки на трискладовому се-
гментi [0;R3] з двома точками спряження методом гiбридного iнтеграль-
ного перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера.

1. Ленюк М.П., Шинкарик М.I. Гiбриднi iнтегральнi перетворення (Фур’є,
Бесселя, Лежандра). Частина 1. Тернопiль: Економ. Думка, 2004. 368 с.

2. Нiкiтiна О.М. Iнтегральне перетворення, породжене на сегментi [0;R3] гi-
бридним диференцiальним оператором Ейлера-Фур’є-Ейлера. Крайовi за-
дачi для диференцiальних рiвнянь: зб. наук. пр. Чернiвцi: Прут, 2012. Вип.
21. С. 233-239.

3. Ленюк О.М., Нiкiтiна О.М., Шинкарик М.I. Моделювання динамiчних про-
цесiв методом гiбридного iнтегрального перетворення типу Ейлера- Фур’є-
Ейлера на сегментi // Прикладнi питання математичного моделювання.
Т.5, № 2. – Херсон: ХНТУ, 2022. – С. 27-32.
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Об’ємний потенцiал задачi Кошi для параболiчних рiвнянь з
вiд’ємним родом i змiнними коефiцiєнтами

Лiтовченко Владислав, Харина Денис

v.litovchenko@chnu.edu.ua, KhD01214@outlook.com
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Розглянемо диференцiальне рiвняння з частинними похiдними

∂tu(t;x) = {A0(t; i∂x) +A1(t, x; i∂x)}u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ], (1)

в якому u – невiдома функцiя, ΠQ = {(t;x) : t ∈ Q, x ∈ Rn}, а

A0(t; i∂x) =
∑
|k|≤p

a0,k(t)i|k|∂kx , A1(t, x; i∂x) =
∑
|k|≤p1

a1,k(t;x)i|k|∂kx

– диференцiальнi вирази порядкiв вiдповiдно p i p1. При цьому вважати-
мемо, що рiвняння

∂tu(t;x) = A0(t; i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ], (2)

– параболiчне за Шиловим на множинi Π[0;T ] з показником параболiчностi
h, 0 < h ≤ p, i родом µ < 0, а порядок p1 групи молодших членiв рiвняння
(1) менший за h: 0 ≤ p1 < h.

Крiм цього, припускатимемо, що коефiцiєнти a0,k(t) i a1,k(t;x) рiвнян-
ня (1) на множинi Π[0;T ] неперервнi за змiнною t, нескiнченно диференцi-
йовнi за змiнною x i обмеженi разом зi своїми похiдними комплекснозначнi
функцiї.

Нагадаємо, що рiвняння (2) на множинi Π[0;T ] називається параболi-
чним за Шиловим, або {p, h}-параболiчним, якщо

∃δ0 > 0 ∃δ ≥ 0 ∀(t; ξ) ∈ Π[0;T ] : ReA0(t; ξ) ≤ −δ0‖ξ‖h + δ.

Функцiєю Грiна задачi Кошi для {p, h}-параболiчного рiвняння (2) по-
значимо через G:

G(t, τ ;x) = F−1[θtτ (ξ)](t, τ ;x),

де θtτ (ξ) = exp{
∫ t
τ
A0(β; ξ)dβ}.

Властивостi функцiї G дослiдженi в [3], зокрема там обгрунтовано пра-
вильнiсть наступного твердження: для {p, h}-параболiчного рiвняння (2)
з родом µ < 0 iснують додатнi сталi c, B i δ такi, що для всiх k ∈ Zn+,
x ∈ Rn, τ ∈ [0;T ) i t ∈ (τ ;T ] виконується оцiнка

|∂kxG(t, τ ;x)| ≤ cB|k|k kh (t− τ)−
n+|k|
h e−δ

|̃x|λ

(t−τ)γ (3)
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(тут |̃x|
λ

:= |x1|λ + . . .+ |xn|λ, λ := 1
1−µ/h i γ := 1

h−µ).
Розглянемо об’ємний потенцiал

W (t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
Rn

G(t, β;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy,

з густиною

Φ(t, x; τ, ξ) =

∞∑
l=1

Kl(t, x; τ, ξ),

де
K1 = A1(t, x; i∂x)G(t, τ ;x− ξ),

Kl(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K1(t, x;β, y)Kl−1(β, y; τ, ξ)dy, l > 1.

Гладкiсть та обмеженiсть коефiцiєнтiв рiвняння (1) разом з оцiнками
(3) забезпечують на множинi Π2

T := {(t, x; τ, ξ)| 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂
Rn} нескiнченну диференцiйовнiсть за просторовими змiнними повторних
ядер Kl та їх експоненцiальне спадання на нескiнченностi (деталi див. у
[2]). Цей факт дозволяє обгрунтувати правильнiсть такого твердження.

Теорема. На множинi Π2
T функцiя W (t, x; τ, ξ) нескiнченно диференцi-

йовна за кожною просторовою змiнною x i ξ, причому

∃δ > 0 ∀{r, q} ⊂ Zn+ ∃c > 0 ∀(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T :

|∂rξ∂qxW (t, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)γ0−n+|r+q|
h e−δ

|̃x−ξ|
λ

(t−τ)γ , γ0 := 1− p1

h
> 0.

Ця функцiя також диференцiйовна за змiнною t i є такою, що

∂tW (t, x; τ, ξ) = Φ(t, x; τ, ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
Rn

∂tG(t, β;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy.

Подiбнi результати для рiвнянь (1) з додатним родом µ одержанo в [3].

1. Litovchenko V.A. Peculiarities of the Fundamental Solution of Parabolic
Systems with a Negative Genus: Chapter of the monograph // Advances in
the Solution of Nonlinear Differential Equations: IntelOpen-London, 2021.

2. Лiтовченко В.А., Харина Д.Д. Повторнi ядра функцiї Грiна параболiчних
рiвнянь типу Шилова зi змiнними коефiцiєнтами та вiд’ємним родом //
Бук. мат. журн. - 2022. – 10, № 1. – С. 71-84.

3. Лiтовченко В.А. Системи Шилова у просторах типи S i S′: Монографiя. –
Чернiвцi: ЧНУ, 2019. – 280 с.
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Обернена задача про визначення багатьох невiдомих iз
розподiлiв типу Шварца
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olena.pasichnyk@lnu.edu.ua

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,
Україна,

Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка" , Львiв, Україна

Нехай Q = Rn × (0, T ], S(Rn) – простiр швидко спадаючих на безме-
жностi нескiнченно диференцiйовних функцiй, γ > 0, Sγ(Rn) є простором
типу S(Rn):

Sγ(Rn) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cαe−a|x|
1
γ
, ∀ x ∈ Rn, ∀ α}

зi сталими Cα = Cα(v) > 0, a = a(v) > 0, Sγ(Rn) = ∪a>0Sγ,(a)(Rn), де

Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cα,δe−(a−δ)|x|
1
γ
, ∀ α, x ∈ Rn, δ > 0}

зi сталими Cα,δ = Cα,δ(v) > 0, а також Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ C∞(Rn) :

||v||k,(a) = sup
|α|≤k,x∈Rn

ea(1− 1
k )|x|

1
γ |Dαv(x)| < +∞ ∀k ∈ N, k ≥ 2}, Sγ,(a)(Q̄) =

{v ∈ C[0, T ] : v|t=T = 0, v(·, t) ∈ Sγ,(a)(Rn) ∀t ∈ [0, T ]}.
Через E′ позначаємо простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на

E, а через (f, ϕ) – значення розподiлу f ∈ E′ на основнiй функцiї ϕ ∈ E,

S ′γ,(a),C(Q̄) = {f ∈ S ′γ,(a)(Q̄) :
(
f(x, ·), ϕ(x)

)
∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ Sγ,(a)(Rn)},

f∗g – згортка функцiй f i g, fλ(t) =

{
θ(t)tλ−1

Γ(λ) , λ > 0

f ′1+λ(t), λ ≤ 0
, де Γ(λ) – гама-

функцiя, θ(t) – функцiя Хевiсайда.
Похiдну Рiмана-Лiувiля v(β)(t) порядку β > 0 визначають формулою

v(β)(t) = f−β(t) ∗ v(t),

а похiдну Джрбашяна-Нерсесяна-Капуто дробового порядку порядку β ∈
(0, 1) як

Dβv(t) =
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− τ)−βv′(τ)dτ, D1v =
dv

dt
.

Нехай A(x,D) – лiнiйний елiптичний диференцiальний вираз другого
порядку, i далi вважаємо, що його коефiцiєнти є мультиплiкаторами у про-
сторi Sγ,(a)(Rn) (добутки їх i всiх їхнiх похiдних iз функцiями з Sγ,(a)(Rn)

належать Sγ,(a)(Rn)), Â(x,D) формально спряжений до A(x,D) оператор,
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C2,β(Q̄) = {v ∈ C(Q̄) : Av,Dβ
t v ∈ C(Q)}.

При β ∈ (0, 1] вивчаємо обернену задачу

Dβ
t u−A(x,D)u =

m∑
l=1

Rl(x)gl(t) + F (x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, (2)

1

T

∫ T

0

u(x, t)ηl(t)dt = Φl(x), x ∈ Rn, l ∈ {1, . . . ,m} (3)

про визначення набору функцiй (u,R1, . . . , Rm), де gl,Φl, ηl (l ∈ {1, . . . ,m}),
F, F1 – заданi функцiї.

Позначаємо kl,j = kl,j(T ) = 1
T

T∫
0

gl(s)ηj(s)ds, kdl,j – алгебричне допов-

нення до елемента kl,j матрицi (kl,j)l,j∈{1,...,m}.

Використовуємо властивостi компонент вектор-функцiї Грiна задачi

Кошi [1], зокрема, оцiнки, що мiстять множники e−c(|x−y|(t−τ)−
β
2 )

2
2−β , де,

наприклад, c < (2− β)
(
ββ

4

) 1
2−β

у випадку оператора Лапласа.

Припущення (A):
γ ≥ 1, 0 < aT

β
2γ ≤ c, F ∈ S ′γ,(a),C(Q̄), F1,Φ, AΦ ∈ S ′γ,(a)(R

n),
gj ∈ C[0, T ], ηj ∈ C1[0, T ], j ∈ {1, . . . ,m},
d(T ) = det(kl,j)l,j∈{1,...,m} 6= 0,

функцiя T
d(T )

m∑
l,j=1

max
τ∈[0,T ]

|gj(τ)| |kdl,j | max
s∈[0,T ]

|η′l(s)| обмежена монотонно

зростаючою функцiєю D(T ) на [0, T0] при деякому T0 <
(
c
a

)2γ/β .
Теорема. За припущення (A) iснує таке число T1 ∈ [0, T0], при яко-

му обернена задача (1)-(3) однозначно розв’язна у просторi S ′γ,(a),C(Q̄)×
[S ′γ,(a)(R

n)]m.

Задача зводиться до розв’язування лiнiйного операторного рiвняння
другого роду стосовно невiдомого розподiлу u ∈ S ′γ,(a),C(Q̄) i лiнiйної не-
однорiдної алгебричної системи рiвнянь для знаходження виразiв невiдо-
мих розподiлiв Rj ∈ S ′γ,(a)(R

n), j ∈ {1, . . . ,m} через нього.

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type. – Basel-
Boston-Berlin: Birkhauser Verlag, 2004.
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Про загальнi мiшанi задачi для параболiчних за Петровським
систем в узагальнених просторах Соболєва

Лось Валерiй
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Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський

полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

Останнiми роками активно дослiджуються параболiчнi крайовi задачi
в узагальнених анiзотропних просторах СоболєваHs,s/(2b);ϕ. Регулярнiсть
розподiлiв, належних цим прострам, задається парою дiйсних чисел s,
s/(2b) та функцiональним параметром ϕ, який повiльно змiнюється на не-
скiнченностi за Карамата. Отримано теореми про iзоморфiзми та глобаль-
ну i локальну регулярнiсть узагальнених розв’язкiв задач. Результати у
випадку крайової задачi для одного параболiчного рiвняння опублiковано
в монографiї [1]. Випадок параболiчних систем диференцiальних рiвнянь
другого порядку розглянуто в [2, 3]. Крайову задачу для загальних па-
раболiчних систем з однорiдними початовими умовами дослiджено в [4].
Доповiдь присвячено теоремi про iзоморфiзми для параболiчних за Пе-
тровським систем довiльного порядку з довiльними крайовими умовами
та неоднорiними початковими даними Кошi. Ця теорема дає можливiсть
дослiдити властивостi глобальної та локальної регулярностi, встановти-
ти новi умови класичностi узагальненого розв’язку задачi (1)–(3). Такi
властивостi розв’язкiв систем рiвнянь другого порядку отримано в [3].

В цилiндрi Ω := G× (0, τ) (τ > 0) з основою G ⊂ Rn та бiчною поверх-
нею S := Γ× (0, τ) (Γ := ∂G) розглянемо початково–крайову параболiчну
за Петровським задачу для системи N диференцiальних рiвнянь:

N∑
k=1

∑
|α|+2bβ≤2bκk

aα,βj,k (x, t)Dα
x∂

β
t uk(x, t) = fj(x, t)

в Ω для всiх j ∈ {1, . . . , N},

(1)

N∑
k=1

∑
|α|+2bβ≤lj+2bκk

lj+2bκk≥0

bα,βj,k (x, t)Dα
x∂

β
t uk(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

при x ∈ Γ, 0 < t < τ для всiх j ∈ {1, . . . ,m},

(2)

∂ rt uk(x, t)
∣∣
t=0

= hr,k(x) при x ∈ G
для всiх k ∈ {1, . . . , N}, r ∈ {0, . . . ,κk − 1}.

(3)

В цiй задачi ми довiльним чином вибрали натуральнi числа N ≥ 2, b i
κ1, . . . ,κN , поклали m := b(κ1 + · · · + κN ) i вибрали ще m цiлих чисел
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l1, . . . , lm. Число 2b називається параболiчною вагою даної задачi. Всi ко-
ефiцiєнти aα,βj,k та bα,βj,k диференцiальних виразiв є нескiнченно гладкими
комплекснозначними функцiями.

Покладемо u := (u1, . . . , uN ), f := (f1, . . . , fN ), g := (g1, . . . , gm),
h := (h0,1, . . . , hκN−1,N ), σ0 := max{0, l1 + 1, . . . , lm + 1}. Нехай s > σ0 i

s /∈ E := {(2l + 1)b+ lj + 1/2 : j, l ∈ Z, 1 ≤ j ≤ m, l ≥ 0} ∩ (σ0,∞).

Через Gs,s/(2b);ϕ позначимо пiдпростiр гiльбертового простору

(
Hs,s/(2b);ϕ(Ω)

)N ⊕ m⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/(2b);ϕ(S)⊕

⊕
N⊕
k=1

κk−1⊕
r=0

Hs+2bκk−2br−b;ϕ(G)

елементiв (f, g, h), якi задовольняють природнi умови узгодження пра-
вих частин задачi (1)–(3). Якщо s ∈ E, простiр Gs,s/(2b);ϕ означається за
допомогою iнтерполяцiї.

Теорема. Для довiльних s > σ0 i ϕ вiдображення

(C∞(Ω))N 3 u 7→ (f, g, h),

де f , g та h визначенi рiвностями (1)–(3), продовжується єдиним чи-
ном (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

N⊕
k=1

Hs+2bκk,(s+2bκk)/(2b);ϕ(Ω)↔ Gs,s/(2b);ϕ.

1. Лось В. М., Михайлець В. А., Мурач О. О. Параболiчнi граничнi задачi
та узагальненi простори Соболєва. – Київ: Наукова думка, 2023. – 162 с.
(препринт arXiv:2109.03566)

2. Diachenko O., Los V. Some problems for Petrovskii parabolic systems in
generalized Sobolev spaces // J. Elliptic Parabol. Equ. – 2022. – 8. – P. 313–329.

3. Diachenko O., Los V. Regular conditions for the solutions to some parabolic
systems // Ukrainian Math. Journal. - 2023. - 74, no. 8. - P. 1263-1274.

4. Los V. Systems parabolic in Petrovskii’s sense in Hörmander Spaces // Ukrai-
nian Math. Journal. - 2017. - 69, no. 3. - P. 426–443.
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Методичнi рекомендацiї по використанню платформ при
змiшаному та дистанцiйному навчаннi

Лучко Володимир, Божагора Iванна, Коновалюк Марина

v.luchko@chnu.edu.ua, bozhahora@gmail.com,
marinacon1126@gmail.com

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Суспiльство вступило у перiод всесвiтньої iнформатизацiї. Почалося
масове використання рiзних електронних обчислювальних машин у сферi
безпосереднього виробництва. Для вирiшення складних як теоретичних,
так i практичних задач, якi виникають при дiяльностi людини у рiзних
галузях науки, технiки та виробництва ставлять за мету звiльнення лю-
дини вiд надмiрного навантаження дає великий ефект використання об-
числювальної технiки за умови достатнього програмного забезпечення й
його ефективного використання. Учнi та студенти все частiше користу-
ються у повсякденному життi мобiльними телефонами, планшетами та
iншими ґаджетами, головне призначення яких на сьогоднiшнiй день для
них полягає у розвагах та iграх, причому можливостi у використаннi цих
ґаджетiв набагато ширшi. Тому перед кожним педагогом загальної сере-
дньої та вищої освiти постає завдання забезпечити навчально-виховний
процес якiсними електронними засобами навчання, не лише якi можна
використовувати на комп’ютерах, а й для всiх iнших сучасних пристроїв,
якi можна було б використовувати для навчального процесу як у загаль-
ноосвiтнiх та вищих навчальних закладах, не залежно в якому мiсцi, чи в
громадському чи вдома перебуває учасник освiтнього процесу. Ось чому
одним iз актуальних питань залишається ефективне використання ресур-
сiв мережi Iнтернет у навчальному процесi. Новiтнi технологiї, такi як
вiртуальнi, веб, хмарнi допомагають змiнити пiдхiд до вибору навчально-
го середовища, а також зробити освiту (чи то вищу, чи то загальну сере-
дню) бiльш доступною. Для будь-якого навчання комунiкацiя є невiд’єм-
ним складником педагогiчного процесу. Вiд рiвня комунiкацiї залежить
її ефективнiсть, а дистанцiйне навчання тут не виняток. Очевидною по-
требою дистанцiйного навчання та роботи стало проведення синхронних
сесiй вiдеозв’язку. Iснує багато технологiй i програм, якi можна викори-
стовувати для проведення онлайн - зустрiчей i вiддаленої роботи через
Iнтернет.

Актуальнiсть обраної теми полягає в тому, що внаслiдок пандемiї COVID-
19 багато навчальних закладiв були змушенi перейти на дистанцiйне на-
вчання, що викликає значнi виклики та труднощi у забезпеченнi якостi
освiти. Змiшане навчання може бути одним зi способiв розв’язання цi-
єї проблеми, оскiльки воно поєднує в собi елементи традицiйного та ди-
станцiйного навчання. Однак, для досягнення максимальної ефективностi
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змiшаного та дистанцiйного навчання, необхiдно правильно використову-
вати рiзнi платформи та iнструменти, якi можуть забезпечити якiсний та
ефективний навчальний процес. Тому розробка методичних вказiвок для
використання рiзних платформ при змiшаному та дистанцiйному навчан-
нi є важливою задачею для забезпечення якостi навчання та збереження
навчального процесу. Об’єкт дослiдження - процес змiшаного та дистан-
цiйного навчання в освiтньому процесi з використанням рiзних платформ.
Предмет дослiдження даної роботи є методичнi вказiвки для використа-
ння рiзних платформ при змiшаному та дистанцiйному навчаннi. Основна
мета дослiдження полягає у розробцi та описi оптимальних пiдходiв до
використання платформ для забезпечення ефективностi змiшаного та ди-
станцiйного навчання. Мета роботи полягає у розробцi методичних вказi-
вок для використання рiзних платформ при змiшаному та дистанцiйному
навчаннi. Гiпотезою дослiдження може бути припущення про те, що ви-
користання рiзних платформ для здiйснення змiшаного та дистанцiйного
навчання є ефективним засобом забезпечення якiсної освiти та збереже-
ння навчального процесу. Теоретичною основою дослiдження є сучаснi
теорiї та пiдходи до змiшаного та дистанцiйного навчання, а також теорiї
та методики використання рiзних платформ для навчання. Науковою но-
визною та теоретичною значущiстю дослiдження є розробка методичних
вказiвок для використання рiзних платформ при змiшаному та дистанцiй-
ному навчаннi, якi базуються на сучасних теорiях та пiдходах до навчання
та використання цифрових технологiй. Цi вказiвки допоможуть вчителям
та викладачам з пiдготовки та проведення ефективних занять з викори-
станням рiзних платформ, забезпечуючи якiсне навчання та збереження
мотивацiї учнiв пiд час змiшаного та дистанцiйного навчання.

1. Методи навчання та їх класифiкацiя [Електронний ресурс]. URL:
https://osvita.ua/school/method/780/

2. Рекомендацiї щодо впровадження змiшаного навчання у закладах фа-
хової передвищої та вищої освiти.URL: https://mon.gov.ua/storage/app
/media/vishcha-osvita/2020/zmyshene

3. Як працювати й поводитися в Zoom: поради для учнiв та вчителiв.URL:
https://osvita.ua/school/method/85398/

4. Google Meet. URL: https://workspace.google.com/products/meet/
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Iнтегрованi завдання з математики та iнформатики –
ефективний засiб навчання математики у старшiй школi

Лучко Вiкторiя, Лучко Володимир

viktoria.luchko@chnu.edu.ua, v.luchko@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Однiєю з найважливiших умов модернiзацiї сучасної освiти є те, щоб
розкрити потенцiйнi можливостi кожного учня, для досягнення яких за-
стосовується принцип мiжпредметних зв’язкiв або ж процес iнтеграцiї на-
вчальних предметiв, основою котрих є iнтегрованi завдання. На уроках
математики та iнформатики здiйснюються мiжпредметнi зв’язки мате-
матики - iнформатики. Основним завданням педагога на таких уроках є
формування в учнiв iнформацiйної компетентностi та вмiння перетворю-
вати на практицi математичнi об’єкти за допомогою засобiв iнформацiй-
них технологiй.

Практика роботи нами в ЗЗСО показує, що в учнiв, якi добре знають
математичний матерiал i методи розв’язування, виникають труднощi у
побудовi самого ходу розв’язання, у виробленнi алгоритму розв’язання
конкретної задачi. Iнформатика, зокрема програмування, заснована вла-
сне на побудовi алгоритму. А тому математика та iнформатика є тими
важливими предметами, успiшнiсть засвоєння яких часто залежить вiд
рiвня розвитку алгоритмiчного мислення.

Iнтеграцiя iнформатики та iнформацiйних технологiй з математикою
є важливою практичною необхiднiстю. Математика пропонує учням низ-
ку математичних методiв, що дозволяють не лише отримати числовi ха-
рактеристики дослiджуваного об’єкта, а й змоделювати його поведiнку
пiд впливом рiзних факторiв. Iнформатика ж надає iнструментарiй, який
дозволяє пiдвищити точнiсть та скоротити трудомiсткiсть складних про-
цесiв, якi не є доступними для "ручної"технiки.

У старшiй школi вивчення учнями питань, пов’язаних з похiдною, ви-
кликає певнi труднощi, однiєю з них є та, що учнi повиннi засвоїти досить
абстрактний матерiал за незначну кiлькiсть годин. Крiм того, запам’ята-
ти усi формули та правила знаходження похiдних, знаходити екстремуми
функцiй, не спираючись на певний наочний матерiал, складно. У цьому
випадку можуть допомогти iнтегрованi завдання, введення яких на уро-
ках математики сприяє стимулюванню аналiтико-синтетичної дiяльностi
учнiв, розвитку потреби у системному пiдходi до об’єкта пiзнання, фор-
муванню вмiння аналiзувати та порiвнювати складнi процеси та явища.

Наприклад, при розглядi теми "Застосування похiдної при вивченнi
властивостей функцiй"учням можна запропонувати виконати таке зав-
дання: побудувати в Excel графiки функцiй, заданих формулами y =
x2 + 2x − 1, y = −x2 + 2x + 2, при x ∈ [−3; 3], а також графiки похi-
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дних даних функцiй та зробити вiдповiднi висновки.
Використовуючи наочне представлення, дати вiдповiдь на такi запи-

тання:
1. Як пов’язанi координати вершин парабол з графiками похiдних за-

даних функцiй?
2. Якi значення прийматимуть похiднi функцiй при зростаннi (спадан-

нi) графiкiв функцiй, у точках їх екстремумiв функцiй?
Зауважимо, що одним з важливих елементiв побудови графiкiв фун-

кцiй є вибiр дiапазону змiни незалежної змiнної, щоб було б добре видно
екстремуми функцiї та змiну значень похiдної.

Зазначимо, що використання iнтегрованих завдань для розвитку ал-
горитмiчного мислення пiдтверджується тим, що процес розв’язання до-
вiльної математичної задачi є певною послiдовнiстю дiй, тобто деяким ал-
горитмом, програмуванням, а це також деталiзацiя дiй щодо розв’язання,
власне складання алгоритму. Отже, iнтегрованi завдання з математики та
iнформатики ефективно впливатимуть на розвиток алгоритмiчного ми-
слення учнiв старшої школи.

1. Блiнова Т.Л., Безматерних Є.В. Реалiзацiя мiжпредметних зв’язкiв у про-
цесi навчання математики в 10-11 класах фiзико-математичного профiля
// Математика в школi. – 2016.– № 7.– С. 28–35.

2. Раков С.А. Пакет DG та дослiдницький пiдхiд у курсi алгебри та початкiв
аналiзу // Комп’ютер в школi та сiм’ї. – 2005. – № 4.– С. 29.

3. Сєранова Н.С. Iнтегративно-компетентiсний пiдхiд до викладання мате-
матики в основнiй та старшiй школi. Методичний посiбник для вчителiв
математики шкiл, гiмназiй, лiцеїв. – Балта, 2020. – 50 с.
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Асимптотична поведiнка перетворення Фур’є-Стiльтьєса
одного розподiлу типу Джессена-Вiнтнера

Макарчук Олег1, Халецький Богдан2

makolpet@gmail.com, aumykun@gmail.com
1Iнститут математики НАН України

2Центральноукраїнський державний унiверситет iменi Володимира
Винниченка

Нехай F (x) — функцiя розподiлу. Для перетворення Фур’є-Стiлтьєса
функцiї F (x)

f(t) =

∫ +∞

−∞
eitxdF (x)

розглянемо величину

L(F ) = lim sup
|t|→+∞

|f(t)|.

Якщо F (x) є функцiєю стрибкiв, то вiдомо [3], що L(F ) = 1, адже
f(t) є майже-перiодичною функцiєю. Якщо F (x) абсолютно неперевна,
то L(F ) = 0. Якщо функцiя F (x) є сингулярною, то L(F ) може набувати
довiльного значення з вiдрiзку [0; 1].

Приклад сингулярної функцiї G(x) для якої L(G) = 0 був наведений в
роботi [5]. Приклади сингулярних функцiй G(x) таких, що L(G) = 1 були
наведенi в роботах [4] та [7]. В роботi [6] для кожного заданого a ∈ [0; 1]
було побудовано сингулярну функцiю G(x) таку, що L(G) = a.

Нехай s — натуральне число бiльше одиницi, (ψk) — послiдовнiсть не-
залежних випадкових величин, якi набувають значень 0,1,...,s− 1 з ймо-
вiрностями p0k, p1k, ..., p(s−1)k вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину

ψ =

∞∑
k=1

ψks
−k.

За теоремою Джессена-Вiнтнера розподiл ψ є чистим.
Необхiднi та достатнi умови того, що L(Fψ) = 0 були знайденi в робо-

тах [1] i [2] для випадкiв s = 2, s = 3 вiдповiдно.

Теорема 1. Рiвнiсть L(Fψ) = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли
для кожного j ∈ {0; 1; ...; s− 1} виконується умова:

lim
n→+∞

pjn =
1

s
.
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Стiйкiсть iнварiантного тора
одного класу iмпульсних систем
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Розглядається система диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, (1)

∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x|ϕ∈Γ,

в якiй векторна функцiя a(ϕ) та матричнi функцiї P (ϕ) i B(ϕ) визначенi
для всiх ϕ ∈ Tm неперервнi i 2π-перiодичнi по кожнiй змiннiй ϕν . Щодо
B(ϕ), то достатньо, щоб вона була визначена на множинi Γ.

Щодо множини Г вважаємо, що вона є пiдмножиною тора Tm i задає-
ться рiвнянням

Φ(ϕ) = 0, (2)

де Φ(ϕ) - скалярна, неперервно диференцiйовна 2π-перiодична по кожнiй
змiннiй ϕν , ν = 1,m, функцiя. Вважатимемо також, що кожна з трає-
кторiй системи ϕ̇ = a(ϕ) перетинає множину Г трансверсально. Для цього
достатньо виконання умови 〈gradΦ(ϕ), a(ϕ)〉 6= 0, ϕ ∈ Γ. Позначимо че-
рез G ⊆ Tm множину точок всiх траєкторiй, що починаються в Г:

G = {ϕ ∈ Tm : ϕ = ϕt(ϕ0), ϕ0 ∈ Γ, t ∈ R}, (3)

де R - дiйсна числова вiсь.
Позначимо через t = ti(ϕ) розв’язки рiвняння (2) для яких рiвномiрно

по t ∈ R : ϕ ∈ Tm iснує

lim
T→∞

i(t, t+ T )

T
= p, (4)

де i(t, t+T ) - кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) t = τi(ϕ), що знаходяться
мiж t i t+ T .

Така границя iснує, коли послiдовнiсть {τi+1(ϕ)− τi(ϕ)}, i ∈ Z, ϕ ∈
Tm є перiодичною або майже перiодичною.

Умова iснування границi (4) рiвносильна такiй: можна вказати такi
числа додатне l i натуральне q, що будь-який промiжок довжини l [t, t+ l]
мiстить не бiльше, нiж q членiв послiдовностi {ti(ϕ)}.
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Теорема. Нехай в системi рiвнянь (1) матрицi P (ϕ) i B(ϕ) такi, що
для деяких γ(ϕ), α(ϕ) i x ∈ Rn

〈P (ϕ)x, x〉 ≤ γ(ϕ) 〈x, x〉 , ϕ ∈ Tm,〈
(E +BT (ϕ))(E +B(ϕ))x, x

〉
≤ α2(ϕ) 〈x, x〉 , ϕ ∈ Γ.

(5)

Якщо
γ0 + ϑ lnα0 < 0, (6)

де γ0 = max
ϕ∈Tm

γ(ϕ), α0 = max
ϕ∈G

α(ϕ), то тривiальний тор системи рiвнянь

(1) асимптотично стiйкий.

1. Samoilenko А.M., Perestyuk N.A. Impulsive Differential equations – Singapore:
World Scientific, 1995. – 462 p.

2. Капустян О.В., Перестюк Ю.М. Якiсна поведiнка траєкторiй розривних ди-
намiчних систем – монографiя – К. ВПЦ "Київський унiверситет"2021. –
182 с.
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Використання T-критерiю Вiлкоксона для оцiнки якiсних змiн
виконання командних дiй на основi математичної моделi

Мартинюк Сергiй, Цуркан Вячеслав
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У роботi дослiджується математична модель командної гри, яка охо-
плює всi iгровi дiї команди. Бiльшiсть методiв обробки статистичних да-
них базуються на тому, що продуктивнiсть гри напряму залежить вiд
результатiв iгрових командних дiй. Результати дiй можна розрахувати i
оцiнити шляхом аналiзу [1], побудованої математичної моделi гри.

Вибiр тренувальних вправ, їх комбiнування вiдбувається постiйно i
необхiдно мати чiтку оцiнку якiсних змiн результатiв тренувань при ви-
конаннi кожної iгрової дiї та перiодичностi їх використання. Т-критерiй
Вiлкоксона при аналiзi математичної моделi командної гри дає змогу пiд-
твердити, чи заперечити гiпотезу про покращення, чи погiршення якостi
виконання iгрової дiї. Для збору даних використовувалися данi волей-
больної статистики проведених офiцiйних матчiв жiночих волейбольних
команд майстрiв Першої лiги України.

В International Journal of Performance Analysis in Sport опублiкованi
результатидослiджень [2], метою яких було представити iгровi характе-
ристики команди та визначити, якi з цих характеристик призвели до пе-
ремоги та до покращення пiдсумкового рейтингу команди. Цi результати
показали, що одна iндивiдуальна дiя i одна командна дiя є головними фа-
кторами, якi впливають на виграш, чи програш команди. Тому тренери
повиннi використовувати рiзноманiтнi iндивiдуальнi та команднi компле-
кснi вправи, якi моделюють можливi типовi та змагальнi ситуацiї [3].

У дослiдженнi на основi побудованої математичної моделi гри розгля-
нутi змiни якостi подачi у двох турах Чемпiонату України. Для вибiрки
брався вiдсоток помилок при подачi та вiдсоток подач на вилiт i дослi-
джувалася гiпотеза, що тренувальний процес вплинув на змiну якiсних
показникiв здiйснених подач. Вибиралися iгри з рiвнозначними суперни-
ками в рiзних турах, а данi вибiрки формувалися за трьома матчами туру.

1. Eom H. J. Computer-aided recording and mathematical analysis of team
performancein volleyball. Un published masters’ thesis, University of British
Columbia, Vancouver, B. C., Canada. (1989).

2. Eleni Zetou, Nikolaos Tsigilis. Playing characteristics of men’s Olympic
Volleyball teams in complex II. International Journal of Performance Analysis
in Sport 6(1). (2006).

3. Eom H. J., Schutz R. W. Statistical Analyses of Volleyball Team Performance.
Research Quarterly for Exerciseand Sport, 1992. Vol. 63, N1, 11–18.
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Дослiдження нестацiонарної задачi фiльтрацiї та
теплопереносу в осесиметричнiй постановцi в неоднорiдних за

структурою середовищах
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Пропонується алгоритм розрахунку динамiки неiзотермiчного процесу
фiльтрацiї в осесиметричнiй постановцi, яка є суттєвою при дослiджен-
нi стану водонасичених ґрунтiв навколо вертикальних дрен, свердловин,
паль i т.д. В роботi сформульовано початково-крайову задачу для систе-
ми нестацiонарних рiвнянь фiльтрацiї та теплопереносу для iзотропного
середовища в цилiндричнiй системi координат з неоднорiдними змiшани-
ми крайовими умовами, в тому числi з умовами теплообмiну з зовнiшнiм
середовищем, а також за наявностi тонких слабопроникних включень. В
кожнiй з пiдобластей Ω1,Ω2 областi Ω = Ω1 ∪ Ω2 (Ω1 ∩ Ω2 = ∅) розгляда-
ється початково-крайова задача для системи рiвнянь [1]:

µ̄i r
∂h

∂t
− ∂

∂r

(
rKi (T )

∂h

∂r

)
− r ∂

∂z

(
Ki (T )

∂h

∂z

)
= 0,

cT,i r
∂T

∂t
− ∂

∂r

(
r λ̃i

∂T

∂r
− rcw,iυrT

)
− r ∂

∂z

(
λ̃i
∂T

∂z
− cw,iυzT

)
= 0, (1)

де (r, z, t) ∈ Ωi,T̃ = Ωi×
(

0, T̃
]
, i = 1, 2; 0 < r0 ≤ r ≤ r1 <∞, 0 < z0 ≤ z ≤

z1 <∞; h (r, z, t) – п’єзометричний напiр, T (r, z, t) – температура, Ki(T ) –
коефiцiєнт фiльтрацiї, λ̃i – коефiцiєнт теплопровiдностi, υr, υz – проєкцiї
швидкостi фiльтрацiї на осi or i oz вiдповiдно, µ̄i – вологоємнiсть, cT,i, cw,i
– об’ємнi теплоємностi ґрунту i рiдини в порах.

Умови спряження на дiлянцi контакту γ (γ = Ω̄1 ∩ Ω̄2, γ = {(r, z) : r =
r2, r0 < r2 < r1, z0 ≤ z ≤ z1}):[

Ki(T )
∂h

∂r

]
= 0,

{
Ki(T )

∂h

∂r

}±
= R1 (z) [h] ,

[
λ̃i
∂T

∂r
− cw,iυrT

]
= 0,

{
λ̃i
∂T

∂r
− cw,iυrT

}±
= R2(z) [T ] ,

де (r, z, t) ∈ γT̃ = γ ×
(

0, T̃
]
, n – зовнiшня нормаль до ∂Ω1 на γ; [·] –

стрибок функцiї, Ri (z) ≥ 0, i = 1, 2; припускаємо, що заданi функцiї
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достатньо гладкi на Ωi,T̃ , i = 1, 2, обмеженi, Ki(T ), i = 1, 2 задовольняють
умовi Лiпшиця.

Крайовi умови – неоднорiднi змiшанi:

∂h

∂r
= 0,

∂T

∂r
= 0, (r, z, t) ∈ (Γ1 ∪ Γ3)×

(
0, T̃

]
,

∂h

∂z
= 0, (r, z, t) ∈ (Γ2 ∪ Γ4)×

(
0, T̃

]
,

λ̃i
∂T

∂z
= −αi(T (r, z, t)− Tcp), (r, z, t) ∈ Γ2 ×

(
0, T̃

]
,

λ̃i
∂T

∂z
= 0, (r, z, t) ∈ Γ4 ×

(
0, T̃

]
,

де ∂Ω \ γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4, Γ1 = {(r, z) : r = r0, z0 ≤ z ≤ z1},Γ2 =
{(r, z) : r0 ≤ r ≤ r1, z = z1},Γ3 = {(r, z) : r = r1, z0 ≤ z ≤ z1},Γ4 =
{(r, z) : r0 ≤ r ≤ r1, z = z0}, Tcp – температура зовнiшнього середовища,
αi = const > 0, i=1,2.

Початковi умови – неоднорiднi.
Узагальненим розв’язком Гальоркiна початково-крайової задачi для

системи (1) є вектор-функцiя w (r, z, t) = (h (r, z, t) , T (r, z, t))
T ∈ Z, яка

задовольняє головним крайовим умовам та iнтегральним спiввiдношен-
ням [2]

m

(
∂w

∂ t
, v

)
+ a (w;w, v) = (F, v) ∀t ∈

(
0, T̃

]
,

(w(·, ·, 0), v) = (w0, v) ∀v ∈ Z0, (2)

де

m

(
∂w

∂t
, v

)
=

∫∫
Ω

(
µ̄ r

∂h

∂t
v1 + cT r

∂T

∂t
v2

)
dΩ,

a (w;w, v) =

∫∫
Ω

r

(
K (T )

(
∂h

∂r

∂v1

∂r
+
∂h

∂z

∂v1

∂z

)
+ λ̃

(
∂T

∂r

∂v2

∂r
+
∂T

∂z

∂v2

∂z

)
+

+cwvrT
∂v1

∂r
+ cwvzT

∂v2

∂z

)
dΩ +

∫
Γ2

rαTv2dΓ2+

+r2

∫
γ

(R1 (z) [h] [v1] +R2 (z) [T ] [v2]) dγ,

(F, v) =

∫
Γ2

rαTcpv2dΓ2,
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вектор-функцiя v (r, z) = (v1 (r, z) , v2 (r, z))
T задовольняє однорiдним го-

ловним крайовим умовам; Z, Z0 – простори методу Гальоркiна; µ̄ ≡ µ̄i,
cT ≡ cT,i, λ̃ ≡ λ̃i, K(T ) ≡ Ki(T ), cw ≡ cw,i α ≡ αi на кожнiй з областей
Ωi,T̃ , i = 1, 2; w0 = (h0, T0)T – вектор-функцiя початкових умов.

Наближений узагальнений розв’язок даної задачi Кошi шукаємо в скiн-
ченновимiрному пiдпросторi ZN ⊂ Z МСЕ у наступному виглядi:

wN (r, z, t) =

2N∑
i=1

αi(t)Φi(r, z),

де αi(t), i = 1, 2N – функцiї, iнтегровнi разом з другою похiдною на [0, T̃ ],

Φi =

(
ϕi
0

)
,ΦN+i =

(
0
ϕi

)
, i = 1, N,

– базис простору ZNt , який отримується з ZN фiксуванням ∀t ∈ [0, T̃ ],
{ϕi(r, z)}, i = 1, N – сукупнiсть лiнiйно незалежних функцiй, що вiдповi-
дають вузловим точкамМСЕ, якi побудованi на повних полiномах степеня
k(k = 1, 2, 3), що допускають розрив першого роду на γ та мають в Ω
обмежений носiй.

Теорема. Нехай класичний розв’язок

w(r, z, t) = (h(r, z, t), T (r, z, t))T = (w1(r, z, t), w2(r, z, t))T

сформульованої початково-крайової задачi для системи (1) має обмеже-
нi неперервнi частиннi похiднi ∂k+1wi

∂rν1∂zν2∂t (ν1 + ν2 = k+ 1) на Ωi,T̃ , i = 1, 2.
Тодi для наближеного узагальненого розв’язку задачi (2)

wN (r, z, t) = (wN1 (r, z, t), wN2 (r, z, t))T ∈ ZN

iснує константа C > 0 така, що має мiсце оцiнка

||w − wN ||2W 1
2×L2

+ ||w2 − wN2 ||2L2(Γ2)×L2
≤ Cs2k,

де s – максимальна довжина сторiн трикутникiв, k = 1, 2, 3 – степiнь
многочленiв методу скiнчених елементiв.

Для оцiнки швидкостi збiжностi дискретного за часом наближено-
го узагальненого розв’язку та його розрахунку використовується схема
Кранка-Нiколсон [2].
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Рюкзачна криптосистема та її модифiкацiї

Марчук Катерина
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ОНУ iм. I.I. Мечникова

Одним з рiзновидом криптографiї є криптосистеми з вiдкритим клю-
чем, якi використовують два рiзних ключа (вiдкритий i закритий) для
шифрування i дешифрування даних. У 1978 роцi Ральф Меркле i Мар-
тiн Хеллман розробили одну з найперших криптосистем такого виду, яка
отримала назву рюкзачна криптосистема Меркле-Хеллмана. Вона засно-
вана на застосуваннi проблеми суми пiдмножини, де для пошуку розв’яз-
ку необхiдний певний час для обчислення, оскiльки вiн належить до класу
складностi NP.

Перевагою цiєї криптосистеми є складнiсть процесу генерацiї вiдкри-
тих i закритих ключiв, адже вiн вимагає наявностi надзростаючої послi-
довностi, яку важко вiдтворити або вгадати без знання правильної суми
пiдмножини. Кожне повiдомлення має свiй випадковий закритий ключ,
що додає захисту, оскiльки запобiгає використанню атак вiдкритого текс-
ту.

Проте, одним зi слабких мiсць криптосистеми є те, що визначення пiд-
множини послiдовностi, яка використовується для генерацiї вiдкритого
ключа, надає шлях для злому системи шифрування. Окрiм цього, систе-
ма вразлива до певних типiв атак. Так, у 1982 роцi Адi Шамiр розробив
швидкий алгоритм для злому. Пiзнiше з’ясували, що стандартну рюкза-
чну криптосистему можна легко зламати за допомогою алгоритму LLL,
для якого достатньо знати лише вiдкритi ключi та зашифрований текст
[2].

Для усунення вразливостей i слабких сторiн було проведено чимало
дослiджень з метою вдосконалення системи. Одна з таких вдосконале-
них версiй заснована на поєднаннi стандартної рюкзачної криптосистеми
з символом Лежандра. Оскiльки символ Лежандра може бути 1 або -1, то
для генерацiї ключiв використовується два процеси замiсть одного. Ал-
горитм LLL не може бути застосований, адже цi процеси використовують
двi рiзнi надзростаючi послiдовностi. Атака Шамiра не становить загрози
для такої системи, оскiльки використовується два рiзнi вiдкритi ключi.

1. A. Menezes, P. van Oorschot, and S. Vanstone, "Handbook of Applied
Cryptography CRC Press, 1996.

2. Hamza B. Habib, Wadhah Abdulelah Hussein, Diana Saleh Mahd, "Improving
the security of the Knapsack Cryptosystem by using Legendre Symbol Turkish
Journal of Computer and Mathematics Education, 2021.

3. Ming Kin Lai, “Knapsack Cryptosystems: The Past and the Future”, 2001.
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Аналiз дискретних моделей динамiки популяцiй зi збором
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Маценко Василь
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Сучаснi досягнення в екологiї стали можливими завдяки використан-
ню математичних методiв. Найбiльш широко методи математичного мо-
делювання проникли в дослiдження динамiки бiологiчних систем.

Значна частина математичних моделей екологiчних систем формулю-
ється у виглядi рiзницевих рiвнянь. Вони дозволяють вивчати динамiку
чисельностi популяцiї з неперервними поколiннями у режимi реального
часу.

Такi моделi пов’язують чисельнiсть Nt+1 у момент часу t + 1 iз чи-
сельнiстю в попереднi моменти часу. В простiшому випадку це рiзницевi
рiвняння вигляду

Nt+1 = F (Nt), t = 0, 1, 2, ..., Nt ∈ [0,∞), (1)

де F – гладка дiйсна функцiя дiйсного аргументу.
В аналiтичному виглядi знайти розв’язок Nt рiвняння (1) не вдається,

можна лише чисельно шляхом iтерування визначати кiлькостi наступних
поколiнь при заданих N0.

Аналiтично можна знаходити стацiонарнi та перiодичнi розв’язки i до-
слiджувати їх на стiйкiсть.

В данiй працi розглядаються моделi збору врожаю у популяцiях, оскiль-
ки в своїй дiяльностi людина використовує рiзнi природнi ресурси i при
цьому важливо не знищити бiологiчну популяцiю.

Якщо з деякої популяцiї вiдловлюється певна кiлькiсть особин, то рiв-
няння (1) з урахуванням процесiв збору врожаю набуває вигляду

Nt+1 = F (Nt)− C(Nt, α), (2)

де C(Nt, α) – iнтенсивнiсть вiдлову особин, α – параметр, що характеризує
цю iнтенсивнiсть.

Серед рiвнянь (2) розглянемо дискретну логiстичну модель, моделi
Рiкера та Скеллама. Саме цi динамiчнi системи найчастiше використо-
вуються на практицi. Вони демонструють складну динамiку чисельностi
популяцiї i дозволяють добре описувати її для багатьох бiологiчних про-
цесiв.

Бiльш детально проаналiзуємо тiльки дискретну логiстичну модель зi
збором урожiю. Вона має вигляд [1]

Nt+1 = rNt(1−Nt)− c, r > 0, (3)

263



де c – постiйна iнтенсивнiсть збору врожаю.
Рiвняння (3) має двi точки рiвноваги N∗1,2 > 0 при умовi, що r >

1 i c < (r − 1)2/4r. Одна з них нестiйка, друга стiйка при умовi, що
r2 − 2r − 4rc < 3.

При r < 1 додатних стацiонарних станiв не iснує i при будь-якiй iнтен-
сивностi вiдлову популяцiя вимре за скiнченний час.

При зростаннi r, а саме, при r > 1 + 2c +
√

(1 + 2c)2 + 3 стацiонарнi
стани N∗1,2 > 0 стають нестiйкими i з’являються перiодичнi розв’язки з
перiодом T = 2, якi є стiйкими при умовi |4 + 2r + 4rc− r2| < 1.

Iснування перiодичних розв’язкiв з перiодом T = 3 рiвняння (3) вдає-
ться встановити лише в результатi комп’ютерних обчислень.

У цьому випадку за теоремою Шарковського випливає iснування перi-
одичних розв’язкiв будь-якого перiоду, а за теоремою Йорк Лi – iснування
хаотичних розв’язкiв [2, 3].

Аналогiчно проведенi дослiдження моделi Рiкера вигляду

Nt+1 = Nt exp

(
r

(
1− Nt

K

))
− c, r, k > 0

та моделей Скеллама

Nt+1 =
aNt

1 + bNt
− c, Nt+1 =

aNt
1 + bN2

t

− c, Nt+1 =
aN2

t

1 + bN2
t

, a, b > 0.

Проведенi комп’ютернi есперименти пiдтверджують одержанi теоре-
тичнi результати та демонструють рiзнi поведiнки розв’язкiв.

1. Маценко В. Г. Моделювання процесiв збору врожаю для популяцiй з не-
перекривними поколiннями // Буковинський мат. журнал. – 2022. – Т. 10,
№ 2. – С. 165-175.

2. Шарковський А. Н., МайстренкоЮ. Н., Романенко Е. Ю. Разностные урав-
нения и их применения. – Киев : Наук. думка, 1986. – 280 с.

3. Li T., Yorke I. Period three implies chaos // The American Mathematical
Monthly. – 1975. – Vol. 82, N 10. – Pp. 985-992.
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Про властивостi розв’язкiв одного рiвняння
типу Колмогорова, коефiцiєнти якого

в групi молодших членiв є зростаючими функцiями

Мединський Iгор1, Пасiчник Галина2
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1Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”

2Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Конференцiя присвячена 55 рiчницi факультету математики та iнфор-
матики Чернiвецького унiверситету, випускником 1959 року якого, а по-
тiм пройшовши шлях вiд асистента до завiдувача кафедри диференцiаль-
них рiвнянь (1964–1969), органiзатором та першим завiдувачем кафедри
математичного моделювання (1988–2003) був професор С.Д. Iвасишен.
Дослiдження рiвнянь типу Колмогорова розпочалось авторами спiльно з
С.Д. Iвасишеним.

Доповiдь присвячена дослiдженню розв’язнностi задачi Кошi для одно-
го класу рiвнянь типу Колмогорова, коефiцiєнти якого при молодшiй по-
хiднiй є зростаючими за просторовою змiнною.

В шарi Π(0,T ] := (0, T ] × Rn скiнченної товщини T > 0 розглядаємо
рiвняння(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s
− b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) =

= f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де ajs i b – дiйснi сталi, причому ajs = asj , {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, i виконується
умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Тут n1 ≥ n2 ≥ n3 – заданi натуральнi числа, n := n1 + n2 + n3 – їх
сума; просторова змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl :=
(xl1, . . . , xlnl) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3).

Маючи iнформацiю при фундаментальний розв’язок задачi Кошi [1]
для рiвняння (1), ми реалiзовуємо пiдхiд Ейдельмана–Iвасишена [2, 5], до-
вiвши теореми про iнтегральне зображення розв’язкiв та коректну розв’я-
знiсть задачi Кошi в класах швидко зростаючих функцiй. При цьому
розв’язок є сумою iнтеграмiв Пуассона [3, 4, 5] вiдповiдно початкової фун-
кцiї ϕ та узагальненої мiри µ i об’ємного потенцiалу, породжених фунда-

265



ментальними розв’язками задачi Кошi G,

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ],

та

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ) dµ(ξ) +

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ].

Початкова функцiя ϕ належить до спецiального простору L~ap, p ∈ [1,∞], i
µ ∈M~a, функцiя f неперервна i є гельдеровою за просторовими змiнними
в певному сенсi та належить до простору L

~k(τ,~a)
p . Розглянутi розв’язки, як

функцiї x, при цьому можуть необмежено зростати при |x| → ∞.
Для класiв обмежених функцiйВ аналогiчнi результати були анонсо-

ванi в [6].

1. Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для
одного параболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами групи мо-
лодших членiв // Зб. праць Iн-ту математики НАН України. — 2014. —
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Технологiї та прийоми навчання програмування у середовищi
Скретч майбутнiх вчителiв iнформатики
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Згiдно з концепцiєю Нової української школи, однiєю з ключових ком-
петентностей учнiв є iнформацiйно-цифрова компетентнiсть, яка серед
iншого передбачає знання основ програмування та розвиток алгоритмi-
чного мислення. Тому роздiли, присвяченi алгоритмiзацiї та програму-
ванню, є в кожнiй навчальнiй програмi з iнформатики у всiх класах, i на
їх вивчення видiляється подекуди бiльше 20 вiдсоткiв навчального часу.

Методисти рекомендують вивчення програмування у 2-6 класах здiй-
снювати у середовищi Скретч, яке має динамiчний, привабливий та про-
стий графiчний iнтерфейс, дозволяє вико-нувати анiмацiю, iгри, дiалоги,
симуляцiї, рiзноманiтнi дiї та iнтерактивнi комiкси чи iншi програми, якi
часто є результатом власної творчостi учня, i ними можна подiлитися з
iншими.

Тому майбутнi вчителi iнформатики повиннi досконало зна-ти це се-
редовище та вправно володiти методами програмування у ньому та мето-
дикою навчання дiтей у Скретчi. Саме тому студенти ЧНУ спецiальностi
"Середня освiта (iнформатика)"на першому курсi вивчають обов’язкову
дисциплiну "Iнтерпретова-на вiзуальна мова програмування"("IДВМП"),
де здобувають зазначенi вмiння.

Слiд вiдзначити, що у зарубiжних країнах програмування у середови-
щi Скретч поширене не лише у школах чи коледжах. Часто й у вищих
навчальних закладах початковi курси програму-вання вивчають у Скре-
тчi [1]. Вважається, що програмування у блочних середовищах є найпро-
стiшим способом вивчення склад-них концепцiй програмування (викори-
стання змiнних, умов, циклiв тощо) та переведення пiсля цього блокiв у
рядки коду на мовах вищого рiвня.

У результатi вивчення дисциплiни "IДВМП"студент повинен знати:
iнтерфейс середовища Скретч; команднi блоки; принципи програмуван-
ня на мовi Скретч; методи реалiзацiї лiнiйних, циклiчних алгоритмiв та
алгоритмiв розгалуження; методи роботи iз змiнними та списками; вбу-
дований графiчний редактор; методи створення об’єктiв та органiзацiї
їх руху; основнi прийоми створення анiмацiї, звуку; прийоми органiзацiї
взаємодiї спрайтiв; модифiкацiї Scratch.

Змiст дисциплiни вiдображений у силабусi на сайтi кафедри диферен-
цiальних рiвнянь ЧНУ. Розроблено тематику i завдання лабораторних
робiт, виконання яких дозволить студентам навчитися впевнено програ-
мувати, враховувати багато прийомiв та можливостей Скретчу. Курс ле-
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кцiй та завдання мiстить виданий навчальний посiбник [1]. Особливостi
дистанцiйного вивчення Скретчу описанi в [3].

При навчаннi програмуванню у Скретчi використовуються рiзнi тра-
дицiйнi та iнновацiйнi технологiї: пояснювально-iлюстративного навчан-
ня (презентацiї на лекцiях, використання середовища для iлюстрацiї при-
йомiв), проблемного навчання (самостiйне вивчення iнструментiв рiзних
версiй чи iнших блочних середовищ, формулювання завдань лаборатор-
них робiт), технологiя особисто орiєнтованого навчання (iндивiдуальне
виконання завдань у власному темпi), колективно-групового навчання
(прилюдний захист робiт iз спiльним виправленням помилок), техноло-
гiя розвивального навчання (творче застосування знань в нестандартних
умовах, створення моделей задач), технологiя розвитку пiзнавального iн-
тересу студентiв (розгляд практичних задач та задач зi шкiльної iнфор-
матики), формування творчої особистостi (пошук реалiзацiї алгоритмiв,
вибiр i створення графiчних об’єктiв, пошук цiкавих задач), дослiдницькi
технологiї (самостiйне дослiдження середовища, пошук оптимальних ал-
горитмiв), технологiя проєктного навчання (кожна задача у Скретчi - пов-
ноцiнний проєкт), технологiя тренiнгiв (створенi тестовi завдання для пе-
ревiрки знань), мережевi технологiї (робота у онлайн-середовищi, участь
у Скретч-спiльнотi).

Окремо зауважимо, що студенти вчаться реалiзовувати iнтеграцiйний
пiдхiд у майбутнiй професiйнiй дiяльностi, розв’язуючи засобами Скре-
тчу математичнi та економiчнi задачi.

Таким чином, вивчення IДВМП сприяє професiйному зростанню сту-
дентiв як педагогiв та як програмiстiв.
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вивченнi середовища програмування Скретч // Мiжнародна наукова
конференцiя, присвячена 75-рiччю кафедри диференцiальних рiвнянь та
85-рiччю вiд дня народження Михайла Павловича Ленюка, 28 - 30 жовтня
2021 р., Чернiвцi: матерiали конференцiї. - Чернiвцi, 2021. - С. 116-117. URL:
https://drive.google.com/file/d/1zBh4tgaRH82fZmygefKaF79RnLhqrd4X/view
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Впровадження iнтегративного пiдходу до навчання фiнансової
грамотностi на уроках iнформатики в основнiй школi

Мельничук Лiлiя, Тоненький Iлля

l.melnuchuk@chnu.edu.ua, tonenkyi.illia@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Сьогоднi в Українi особливо гостро постає проблема неготовностi на-
селення до компетентного вирiшення сучасних фiнансових завдань. То-
му питання фiнансової грамотностi молодого поколiння визнане одним
iз ключових життєвих компетентностей, i його розв’язання знайшло вiд-
ображення в Концепцiї НУШ. В освiтньому процесi з iнформатики у су-
часнiй школi формування та розвиток фiнансової грамотностi учнiв впро-
ваджено через реалiзацiю наскрiзної лiнiї "Пiдприємливiсть та фiнансова
грамотнiсть котра спрямована на забезпечення умов для розумiння учня-
ми аспектiв фiнансових питань.

Для економiчного виховання учнiв важливо використовувати можли-
востi рiзних освiтнiх галузей - математичної, iсторичної, соцiальної, iн-
форматичної та iнших, а найкраще використовувати iнтегративний пiд-
хiд та мiжпредметнi зв’язки економiки, математики, iнформатики для
реалiзацiї знань та вмiнь з економiчних наук засобами IКТ. Так, Т.М.
Засєкiною в монографiї [1] на засадах iнтегративного пiдходу розробле-
но концепцiю навчання природничих предметiв. Основою цiєї концепцiї є
проєктування iнтегрованих результатiв навчання учнiв, реалiзацiя мiж-
предметної, мiжгалузевої та внутрiшньопредметної iнтеграцiї у навчаннi
окремих природничих предметiв та iнтегрованих курсiв. Питанням теорiї
iнтеграцiї в освiтi займалися багато iнших науковцiв-педагогiв (С. Кле-
пко, I. Козловська, В. Iльченко, О. Дудка та iн.).

Метою даної роботи є вивчення iнтеграцiї економiки, математики та
iнновацiйних технологiй на уроках iнформатики у 5-9 класах, а саме впро-
вадження у навчальний процес вивчення економiчних понять та задач.
Зокрема, переглянуто навчальнi програми з iнформатики з метою вивче-
ння можливостей розв’язання економiчних задач засобами шкiльної iн-
форматики; видiлено типи завдань економiчного змiсту, якi можна вико-
нувати при вивченнi кожної теми у певному класi; складено банк завдань;
обґрунтовано застосування програмних засобiв для виконання вказаних
завдань; визначено ефективнi технологiї навчання для засвоєння нових
знань.

Аналiз навчальних програм та методичного забезпечення середньої
школи приводить до висновку, що задачi економiчного змiсту на уроках
iнформатики особливо доцiльно розв’язувати при вивченнi тем "Моде-
лi. Моделювання "Алгоритми та програми"у всiх класах, "Опрацюван-
ня табличних даних"у 6 (НУШ), 7, 9 класах, а елементами фiнансової
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грамотностi можна iлюструвати будь-який роздiл iнформатики. Також
завдання з економiчним змiстом доцiльно давати у рамках iнтегрованих
проєктiв у 5-9 класах.

Як приклад, наведемо завдання для 5 класу, якi забезпечують реалiза-
цiю компетентностi фiнансової грамотностi: 1) створення карт фiнансових
знань; 2) виконання проєктiв про економiчнi поняття, принципи роботи
фiнансових установ тощо при вивченнi тем "Пошук в iнтернетi "Робота
у текстовому редакторi "Робота у редакторi презентацiй"; 3) створення
блок-схем економiчних задач у графiчному або у текстовому редакторi
чи на паперi; 4) iлюстрування умови та розв’язання задачi у текстово-
му редакторi чи редакторi презентацiй з використанням графiчних об’є-
ктiв, таблиць та анiмацiї; 5) розв’язання задач з економiчним змiстом та
створення анiмацiйних iсторiй про розв’язання цих задач у програмному
середовищi.

Видiлено такi типи задач з економiчним змiстом для 5 класу: 1) задачi
про вартiсть товару, 2) задачi на роботу, 3) задачi, пов’язанi з бюджетом
сiм’ї, можливостi здiйснення масштабних покупок, 4) задачi на податки,
роботу банкiв, ведення фермерського господарства, використання приро-
дних ресурсiв рiдного краю тощо.

Таке ж дослiдження проведено i для 6-9 класiв. У публiкацiї [2] наве-
дено розв’язання задачi про одержання планового прибутку вiд банкiв-
ського вкладу засобами табличного процесора Microsoft Office Excel у 9
класi.

1. Засєкiна Т.М. Iнтеграцiя в шкiльнiй природничiй освiтi: теорiя i практика:
монографiя. - Київ: Пед. думка, 2020. - 400 с.

2. Тоненький I. Моделювання економiчних задач на уроках iнформатики се-
редньої школи // Матерiали студ. наук. конф. ЧНУ iменi Юрiя Федьковича
(25-27 квiтня 2023 року). Факультет математики та iнформатики. - С. 107-
108.
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Елементи оригаметрiї на факультативних заняттях з
математики у ЗЗСО

Мироник Вадим, Мироняк Оксана

v.myronyk@chnu.edu.ua, myroniak.oksana@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

У серединi ХIХ ст. нiмецький педaгог Ф. Фребель запропонував ввести
оригамi як навчальний предмет у школi. Наприклад, основи геометрiї вiн
пропонував вивчати не за допомогою циркуля, лiнiйки та деяких понять,
а на прикладi фiгур, що складаються з паперу. Цей предмет здобув назву
«оригаметрiя».

У 1992 роцi японський математик Хумiанi Хузiта на слуханнях першої
мiжнародної конференцiї Origami Science and Technology запропонував 7
аксiом, якi стали першим кроком до математичного обґрунтування побу-
дов, виконаних шляхом згину аркуша паперу.
Аксiома 1. Iснує єдиний згин, що проходить через двi данi точки.
Аксiома 2. Iснує єдиний згин, що сумiщає двi данi точки.
Аксiома 3. Iснує згин, що сумiщає двi данi прямi.
Аксiома 4. Iснує єдиний згин, що проходить через дану точку i перпен-
дикулярний до даної прямої.
Аксiома 5. Iснує єдиний згин, що проходить через дану точку i перемi-
щує iншу точку на дану пряму.
Аксiома 6. Iснує єдиний згин, що перемiщує кожну з двох даних точок
на одну iз двох даних прямих, що перетинаються.
Аксiома 7. Для двох даних прямих i точки iснує лiнiя згину, що перпен-
дикулярна першiй прямiй i помiщає дану точку на другу пряму.

Ця системa aксiом є незaлежною, сумiсною i повною. Дaна система
аксiом еквiвалентна системi aксiом кoнструктивної геометрiї, де як oснов-
ний iнструмент використовують креслярський трикутник.

Наведемо приклади практичного застосування оригамi при навчаннi
геометрiї, зокрема, при доведеннi теорем та розв’язуваннi задач.

Теорема 1. Внутрiшнi рiзностороннi кути при паралельних прямих,
перетнутих сiчною, рiвнi.

Для доведення даної теореми використовуємо заготовку паперу у ви-
глядi прямокутника. Його сторони виконуватимуть демонстрацiю пара-
лельних прямих. Перегинаємо прямокутник по сiчнiй. Склавши вiдповiд-
ним чином, показуємо, що рiзностороннi кути рiвнi. Теорему доведено.

Формули площi. Площа ромба. Початкова фiгура – прямокутник.
Робимо перегини через середини протилежних сторiн. Вiдрiзаємо i отри-
муємо ромб. Сумiщаємо вершини ромба до центру фiгури, тобто до точки
перетину дiагоналей. Отримали два рiвнi прямокутники зi сторонами d1

2
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та d2

2 . Маємо, що

SP = 2Sn = 2 · d1

2
· d2

2
=

1

2
d1d2.

Задача про трисекцiю кута, яка не розв’язується в класичному
розумiннi за допомогою циркуля i лiнiйки розв’язується способом оригамi
за наступною схемою.
• Беремо aркуш паперу квадратної форми i позначаємо його як ABCD.

На сторонiAD позначаємо довiльну точку P i проводимо вiдрiзокBP .
Потрiбно роздiлити кут PBC на три рiвнi кути.

• На сторонах AB i DC позначаємо точки E,F так, щоб лiнiя EF була
паралельною до AD. E,F позначаємо за допомогою перегину.

• Далi сумiщаємо сторону BC з лiнiєю EF . Лiнiю, отриману в резуль-
татi перегину, позначаємо GH.

• Робимо такий перегин, щоб точка E дотикалася до лiнiї BP i точка
B дотикалась до лiнiї GH.

• Перегинаємо аркуш перпендикулярно до лiнiї BE , що проходить че-
рез точку G . На сторонi AD позначаємо точку J.

• Сторону BC сумiщаємо з лiнiєю BJ.

Таким чином лiнiї BJ i BK дiлять кут PBC на три рiвнi частини.

1. Захарiйченко Ю. О. Застосування японського мистецтва «орiґамi» пiд час
навчання геометрiї / Ю. О. Захарiйченко, О. М. Лозинська // Постмето-
дика. – 2021. – № 1. – С. 32-36.

2. Геометрiя та мистецтво паперопластики. URL:
https://naurok.com.ua/prezentaciya-geometriya-ta-mistectvo-paperoplastiki-
99551.html.
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Про фредгольмовi числа неоднорiдних крайових задач в
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Iнститут математики Чеської академiї наук1,
Iнститут математики Нацiональної академiї наук України2, НТУ

України ”Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”3

Нехай задано вiдрiзок [a, b] ⊂ R та числовi параметри

{m, r, q} ⊂ N, s ∈ (1,∞) \ N, p ∈ [1,∞).

Розглянемо на вiдрiзку [a, b] лiнiйну крайову задачу для системи m
диференцiальних рiвнянь порядку r

(Ly)(t) := y(r)(t) +

r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), t ∈ [a, b], (1)

By = c, (2)
де матрицi-функцiї Ar−j(·) належать простору (W s−r

p )m×m, вектор-функ-
цiя f(·) — простору (W s−r

p )m, вектор c — простору Cq, а B є лiнiйним
неперервним оператором

B : (W s
p )m → Cq.

Крайова умова (2) задає q скалярних крайових умов для системиm ди-
ференцiальних рiвнянь порядку r. Вектори i вектор-функцiї записуються
у виглядi стовпцiв. У випадку q > m крайова задача (1), (2) перевизначе-
ною, а при q < m — недовизначеною. Пiд розв’язком крайової задачi (1),
(2) розумiємо вектор-функцiю y(·) ∈ (W s

p )m, яка задовольняє рiвняння
(1) при s > r + 1/p скрiзь, а при s ≤ r + 1/p — майже скрiзь на [a, b], та
рiвнiсть (2), яка задає q скалярних крайових умов.

Розв’язок рiвняння (1) заповнює простiр (W s
p )m, якщо його права ча-

стина f(·) перебiгає простiр (W s−r
p )m. Тому гранична умова (2) є най-

бiльш загальною умовою для цього рiвняння. Вона включає всi вiдомi
типи класичних граничних умов (а саме задачу Кошi, дво- та багатото-
чковi задачi, iнтегральнi та мiшанi задачi), а також численнi некласичнi
задачi. Останнiй клас задач може мiстити похiднi цiлого або дробового
порядку β шуканої вектор-функцiї, де β ∈ [0; s− 1

p ).

Мета даної роботи — встановити фредгольмовiсть крайової задачi (1),
(2) для системи m диференцiальних рiвнянь порядку r у просторах Сло-
бодецького; знайти її iндекс, вимiрнiсть ядра та ядра оператора неоднорi-
дної крайової задачi через аналогiчнi властивостi спецiальної прямокутної
числової матрицi.
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Зауважимо, що випадок дробових просторiв Соболєва для системи m
диференцiальних рiвнянь першого порядку було дослiджено в роботi [1].

Запишемо неоднорiдну крайову задачу (1), (2) у виглядi лiнiйного опе-
раторного рiвняння (L,B)y = (f, c), де (L,B) — лiнiйний оператор у парi
банахових просторiв

(L,B) : (W s
p )m → (W s−r

p )m × Cq. (3)

Нагадаємо, що лiнiйний неперервний оператор T : X → Y , де X i Y —
банаховi простори, називають фредгольмовим, якщо його ядро kerT i
коядро Y/T (X) є скiнченновимiрнi. Якщо цей оператор фредгольмовий,
то його область значень T (X) замкнена в Y , а iндекс є скiнченним

indT := dim kerT − dim(Y/T (X)) ∈ Z.

Теорема 1. Лiнiйний оператор (3) є обмеженим i фредгольмовим з iн-
дексом mr − q.

Позначимо через Yk(·) єдиний розв’язок кожної iз матричних задач
Кошi, де k, j ∈ {1, ... , r}:

Y
(r)
k (t) +

r∑
j=1

Ar−j(t)Y
(r−j)
k (t) = Om, t ∈ [a, b], Y

(j−1)
k (a) = δk,jIm.

Означення. Блочна прямокутна числова матриця

M(L,B) :=
(

[BY0] , . . . , [BYr−1]
)
∈ Cmr×q (4)

є характеристичною матрицею для неоднорiдної крайової задачi (1), (2).
Вона утворена з r прямокутних блокiв стовпцiв [BYk] ∈ Cm×q. Її j-
й стовпчик є результатом дiї оператора B на j-й стовпчик матрицi-
функцiї Yk(·).

Тут mr — кiлькiсть скалярних диференцiальних рiвнянь системи (1),
q — кiлькiсть скалярних крайових умов.

Теорема 2. Вимiрностi ядра i коядра оператора (3) дорiвнюють вiдпо-
вiдно вимiрностям ядра i коядра характеристичної матрицi (4)

dim ker(L,B) = dim ker
(
M(L,B)

)
,

dim coker(L,B) = dim coker
(
M(L,B)

)
.

Наслiдок. [Kритерiй оборотностi оператора (3)]. Оператор (L,B)
є оборотним тодi i тiльки тодi, коли q = mr i матриця M(L,B) є не-
виродженою.

1. Mikhailets V. A., Atlasiuk O. M., Skorobohach T. B. On the Solvability of
Fredholm Boundary-Value Problems in Fractional Sobolev Spaces // Ukrainian
Math. — 2023. — V. 75, № 1. — P. 107 – 117.
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Деякi iнструменти вiзуалiзацiї i аналiзу складних мереж та
графiв

Мiхалевський Вiталiй

cezar_mv@ukr.net
Хмельницький нацiональний унiверситет

Розглядається один з напрямкiв аналiзу складних мереж – їх вiзуалi-
зацiя, яка дозволяє отримати важливу iнформацiю про структуру i вла-
стивостi мережi без точних розрахункiв. Основнi iнструменти вiзуалiзацiї,
у переважнiй бiльшостi, вiльно поширюванi, безкоштовнi програми.

Для аналiзу мережi в цiлому використовують такi параметри, як [2]:
а) кiлькiсть вузлiв; б) кiлькiсть ребер; в) середня вiдстань мiж вузлами; г)
щiльнiсть – вiдношення кiлькостi ребер в мережi до можливої максималь-
ної кiлькостi ребер n(n − 1)/2 при данiй кiлькостi вузлiв n; д) кiлькiсть
симетричних, транзитивних i циклiчних трiад; е) дiаметр мережi – най-
бiльша геодезична вiдстань у мережi i т.д.

Важливою характеристикою мережi є функцiя розподiлу степенiв ву-
злiв P (k), яка визначається як ймовiрнiсть того, що довiльний вузол ме-
режi i має степiнь ki = k. Мережi, якi характеризуються рiзними P (k),
демонструють рiзну поведiнку. P (k) в деяких випадках може бути роз-
подiлом Пуассона (P (k) = e−mmk/k!, де m – математичне сподiвання),
експоненцiальним (P (k) = e−k/m) або степеневим (P (k) ∼ 1/kγ , k 6= 0,
γ > 0).

Вiдстань мiж вузлами визначається як кiлькiсть ребер, через якi мо-
жна добратися вiд одного вузла до iншого. Найкоротшим шляхом dij мiж
вузлами i та j називається найменша вiдстань мiж ними. Для усiєї мережi
можна ввести поняття середнього шляху, як середнього по усiх парах ву-

злiв найкоротшої вiдстанi мiж ними: l =
2

n(n− 1)

∑
i≥j

dij , де n – кiлькiсть

вузлiв, dij – найкоротша вiдстань мiж вузлами i та j. Угорськими мате-
матиками П. Ердешем i А. Реньї було показано, що середня вiдстань мiж
двома вершинами у випадковому графовi (модель Ердеша–Реньї) росте
як логарифм вiд числа його вузлiв [2, 3].

Мережа може виявитися незв’язною, тобто знайдуться вузли, вiдстань
мiж якими виявиться нескiнченною. Вiдповiдно, середнiй шлях, згiдно
приведеної вище формули, буде також нескiнченним. Для врахування та-
ких випадкiв вводиться поняття середнього iнверсного шляху мiж вузла-
ми (його ще називають ”глобальною ефективнiстю мережi”), що розрахо-
вується за формулою [2, 3]:

il =
2

n(n− 1)

∑
i>j

1

dij
.
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До того ж, потрiбно аналiзувати рiзнi мережевi параметри, такi як кое-
фiцiєнт кластерностi [1], модулярнiсть [3] та iншi.

Для аналiзу складних мереж виникає необхiднiсть використання iн-
струментiв вiзуалiзацiї, у переважнiй бiльшостi, вiльно поширюваних, без-
коштовних програм [1, 3]. Для практичної роботи з графовими структу-
рами користувачу не обов’язково потрiбно встановлювати програмне за-
безпечення на своєму комп’ютерi. Серед багатьох мережевих сервiсiв ви-
дiлено GraphOnline (https://graphonline.en) – простий i функцiональний
iнструмент для створення, дослiдження i вiзуалiзацiї невеликих графiв в
режимi онлайн. Забезпечує експорт файлiв в формати GraphML, CSV ,
вивiд iнформацiї у виглядi матриць, визначення рiзних параметрiв гра-
фу, а також реалiзацiю таких алгоритмiв, як пошук найкоротшого шляху,
компонент зв’язностi, дiаметру графу i т.п.

Серед нинiшнiх програм вiзуалiзацiї i аналiзу мереж та графiв видi-
лено Gephi (https: //gephi.org/) [1, 3], яка забезпечує швидку компонов-
ку, ефективну фiльтрацiю та iнтерактивне дослiдження даних, а також є
одним з кращих варiантiв для вiзуалiзацiї великомасштабних мереж. Про-
грама включає в себе множину рiзних алгоритмiв компонування (укла-
дання графiв на площинi) i дозволяє налаштовувати кольори, розмiри i
мiтки в графах. Звичайно, правильна параметризацiя будь-якого алго-
ритму компоновки може впливати як на час роботи, так i на результат
вiзуалiзацiї.

Отже, сучасне дослiдження мереж змiнилося вiд аналiзу невеликих
графiв та властивостей окремих вершин i ребер до розгляду статисти-
чних властивостей графiв (мереж). У поведiнцi сучасних мереж провiдну
роль вiдiграє топологiя, а такi об’єкти часто називають складними ме-
режами (complex networks). Зазвичай цi мережi не статичнi, а такi, що
розвиваються, i для розумiння їхньої структури необхiдно знати принци-
пи їх еволюцiї.

1. Аналiз соцiальних мереж [Eлектронний ресурс]. – Режим доступу :
http://www.lib.mdpu.org.ua/e-book/analiz_soc/official/index.htm

2. Зубок В.Ю. Огляд використання математичних параметрiв складної мере-
жi для аналiзу топологiї Iнтернет / В.Ю. Зубок, О.Т. Дармохвал // Збiрник
наукових праць Iнституту проблем моделювання в енергетицi iм. Г.Є. Пу-
хова НАН України. – К. : IПМЕ iм. Г.Є. Пухова НАН України, 2010. – Вип.
55. – С. 19-29.

3. Ланде Д.В. Вiзуалiзацiя та аналiз мережевих структур : навчальний посi-
бник / Д.В. Ланде, I.Ю. Субач; IСЗЗI КПI iм. Iгоря Сiкорського. – К. :
КПI iм. Iгоря Сiкорського, Вид-во ”Полiтехнiка”, 2021. – 80 с.
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Матричнi крайовi задачi для звичайних
диференцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном

Нєсмєлова Ольга

star-o@ukr.net
Iнститут прикладної математики i механiки НАН України

Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв [1, 2, 3]

Z(t) ∈ C2
α×β [a, b] := C2[a, b]⊗ Rα×β

лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t) (1)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rλ×µ (2)

з матричним p -Лапласiаном

PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′.

Тут
R(t) ∈ C2

γ×α[a, b] := C2[a, b]⊗ Rγ×α,

S(t) ∈ C2
β×δ[a, b] := C2[a, b]⊗ Rβ×δ,

F (t) ∈ Cγ×δ[a, b] := C1[a, b]⊗ Rγ×δ,

LZ(·) — лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C2[a; b]→ Rλ×µ.

Взагалi кажучи, припускаємо α 6= β 6= γ 6= δ 6= λ 6= µ — довiльнi нату-
ральнi числа.

Крайовi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь з p-Лапла-
сiаном виникають при вивченнi радiальних розв’язкiв нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Особливiстю рiзноманiтних
крайових задач для звичайних диференцiальних та рiзницевих рiвнянь
з p-Лапласiаном є вiдсутнiсть єдиного розв’язку. Актуальнiсть вивчення
крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном
пов’язана з численними застосуваннями подiбних задач у теорiї еласти-
чностi, теорiї плазми та астрофiзицi [4].

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (1) приводить до задачi
про знаходження розв’язкiв традицiйного диференцiально-алгебраїчного
рiвняння [1, 2, 3, 5, 6].
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Нами побудовано вдосконалену класифiкацiю лiнiйних матричних кра-
йових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном.
Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови розв’язкiв
матричних крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь з p-
Лапласiаном [7].

Запропонована схема дослiдження матричних крайових задач для зви-
чайних диференцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном (1), (2) може бути пе-
ренесена на нелiнiйнi матричнi крайовi задачi для звичайних диференцi-
альних рiвнянь з p-Лапласiаном [7, 8].
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178 p.
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Усереднення в багаточастотних системах першого наближення
iз запiзненням та залежнiстю частот вiд повiльних змiнних

Пастула Михайло

pastula.mykhailo@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Метод усереднення для багаточастотних диференцiальних рiвнянь об-
ґрунтовано в працях В.М. Самойленка i Р.I. Петришина [1] та iнших
вчених. Багаточастотнi системи iз запiзненням аргументу методом усе-
реднення дослiжувалися в працях Я.Й. Бiгуна, I.В. Краснокутської, I.Д.
Скутаря в працях [2], [3] та iн.

У данiй роботi метод усереднення обґрунтований для багаточастотної
системи першого наближення

da

dτ
= X0(τ, a) + εX1(τ, a, ϕ),

dϕ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y1(τ, a, ϕ),

(1)

де τ ≥ 0, вектор–функцiї X0, X1, Y1 i ω визначенi при τ ∈ [0, L], a ∈ D -
обмежена область в Rn, ϕ ∈ Tm, 0 < ε ≤ ε0 � 1. Для розв’язку системи
рiвнянь заданi крайовi умови

α0a
∣∣
τ=0

+ α1a
∣∣
τ=L

= d1, β0ϕ
∣∣
τ=0

+ β1ϕ
∣∣
τ=L

= d2, (2)

де αi, βi - заданi числа, d1 ∈ Rn, d2 ∈ Rm.
Вiдповiдна (1) усереднена система рiвнянь за швидкими змiнними ϕ1, ..., ϕm

набуває вигляду

da

dτ
= X0(τ, a) + εX10(τ, a),

dϕ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y10(τ, a), (3)

iз крайовими умовами вигляду (2).
Зауважимо, що усереднена задача значно простiше, нiж (1), (2), оскiль-

ки повiльнi змiннi a визначаються незалежно вiд швидких змiнних ϕ.
Складнiстю обґрунтування методу усереднення є наявнiсть резонансiв,

умова яких

k1ω1(τ, a) + · · ·+ kmωm(τ, a) ∼= 0, |k1|+ ...+ |km| 6= 0. (4)

Як i в [1], умову виходу iз малої резонансної зони запишемо у виглядi

W (τ, a) 6= 0, (5)

для всiх τ ∈ [0, L] i a ∈ Dρ – ρ-окiл розв’язку системи рiвнянь
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dã

dτ
= X0(τ, ã) (6)

iз крайовою умовою

α0ã
∣∣
τ=0

+ α1ã
∣∣
τ=L

= d1. (7)
Тут W (τ, a) – визначник Вронського за системою функцiй w1, ..., wm.

Основним результатом роботи є теорема

Теорема. Нехай виконуються умови
1) вектор–функцiї X0, X1, Y1 визначенi i неперервнi разом iз частин-

ними похiдними до порядку m+ 1 в областi [0, L]×D × Tm
2) вектор–функцiя ω визначена i неперервна разом iз частинними

похiдними в областi [0, L]×D до порядку m
3) iснує єдиний розв’язок задачi (6),(7), який лежить в D разом iз

ρ-околом
4) Виконується умова (5)
5) Матриця Q(y) = α0I + α1

dã(L,y)
dy невироджена i β0 + β1 6= 0.

Тодi для досить малого ε∗ > 0 iснує єдиний розв’язок усередненої за-
дачi для будь-якого τ ∈ (0, L] i ε ∈ (0, ε∗], ε∗ ≤ ε0, i одержується оцiнка

‖a(τ ; y + µ, ψ + ζ, ε)− a(τ ; y, ε)‖ ≤ cε1+1/m, (8)

де c > 0 i не залежить вiд ε.

Зауваження. У такий же спосiб, як для умов (2), встановлюється
оцiнка для багатоточкових умов

r∑
ν=1

ανa
∣∣
τ=τν

= d1,

r∑
ν=1

βνϕ
∣∣
τ=τν

= d2, (9)

де 0 ≤ τ1 < τ2 < ... < τr ≤ L.
На мовi JavaScript створено програму числового моделювання системи

(1) з умовами (9).

1. Samoilenko A., Petryshyn R. Multifrequency Oscillations of Nonlinear Systems.
Dordrecht: Boston/London: Kluwer Academic Publishers, 2004. 317 p.

2. Бiгун Я. Й., Скутар I. Д. Усереднення в багаточастотних системах iз за-
пiзненням та локально-iнтегральними умовами. Буковинський математи-
чний журнал. 2020. Т. 8, № 2. С. 14–23.

3. Bihun Yaroslav, Petryshyn Roman, Inessa. Averaging method in multifrequency
systems with linearly transformed arguments and with point and integral condi-
tions. Acta et Commentationes, Exact and Natural Sciences, 2018, Nr. 2(6). P.
20–27.
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Дослiдження поведiнки розв’язкiв сиcтеми двох спряжених
стохастичних осциляторiв

Перегуда Олег, Асроров Фарход

perol@ukr.net, far@ukr.net
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Розглядається система двох гармонiчних осциляторiв з тертям, що
описується системою двох лiнiйних диференцiальних рiвняннь другого
порядку 

ü1(t) + 2h1u̇1(t) + k2
1u1(t) = 0,

ü2(t) + 2h2u̇2(t) + k2
2u2(t) = 0,

u1(0) = u10, u̇1(0) = u̇10,

u2(0) = u20, u̇2(0) = u̇20

(1)

де u0i, u̇0i — початковi положення i швидкостi осциляторiв
(
u2
i0 + u̇2

i0 > 0
)
;

ki > 0, hi – коефiцiєнти тертя осциляторiв; ui(t), u̇i(t) – положення i швид-
кiсть осциляторiв в момент часу t > 0; i = 1, 2.

Через wk(t), k = 1, 2 позначимо незалежнi одновимiрнi вiнерiвськi про-
цеси, що визначенi на ймовiрнiстному просторi (Ω,F , P ).

При випадковому збуреннi вiнерiвськими процесами вздовж вектора
фазової швидкостi

(x2(t), −k2
1x1(t)− 2h1x2(t), x4(t), −k2

2x3(t)− 2h2x4(t))

початкова система (1) перетворюється у систему стохастичних рiвнянь
Iто.

При заданих випадкових збуреннях розглядається загальна система
рiвнянь вигляду:

ẋ(t) = Bx(t)ξ̇(t) (2)

де
ξ̇1(t) = g11(t) + g12(t)ẇ1(t); ξ̇2(t) = g21(t) + g22(t)ẇ1(t);

ξ̇3(t) = g31(t) + g32(t)ẇ2(t); ξ̇4(t) = g41(t) + g42(t)ẇ2(t);

B =


0 1 0 0
−k2

1 −2h1 0 0
0 0 0 1
0 0 −k2

2 −2h2


gi(t) – невипадковi функцiї, ξ̇i(t) - "похiдна"вiд вiнерiвського проце-

су ( "бiлий шум"у формi Iто), крiм того, вводиться додатково керуючий
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вектор переносу, при якому фазовi траєкторiї рiвняння (1) будуть iнварi-
антними множинами збуреної системи (2).

Надалi будемо притримуватися наступних позначень:
µ1 =

√
h1

2 − k1
2, µ2 =

√
h2

2 − k2
2,

λ11 = −h1 + µ1, λ12 = −h1 − µ1, λ21 = −h2 + µ2, λ22 = −h2 − µ2,
αi1(t) =

∫ t
0
gi1(s)ds, α2i(t) =

∫ t
0
g2

2i(s)ds, i = 1, 2.
Має мiсце наступна теорема:

Теорема. Нехай x(t)– розв’язок рiвняння (2), тодi з ймовiрнiстю 1 для
всiх t ≥ 0 мають мiсце рiвностi:

x1(t) = A1(t)
√

2 cos(φ1(t) + π
4 ),

x2(t) = A1(t)(λ2
11 + λ2

12) sin(φ1(t) + γ1),

x3(t) = A2(t)
√

2 cos(φ2(t) + π
4 ),

x4(t) = A2(t)(λ2
21 + λ2

22)(sinφ2(t) + γ2).

де

A1(t) =
1

λ11 − λ12

√
(y2

11(t)− y2
12(t)), A2(t) =

1

λ21 − λ22

√
(y2

21(t)− y2
22(t)),

yij(t) = yij(0) exp{−
λ2
ij

2
α2i(t) + λijξ(t)},

y11(0) = −λ12u10 + u̇10, y12(0) = −λ11u10 + u̇10,

y21(0) = −λ22u20 + u̇20, y22(0) = −λ21u20 + u̇20,

tgφ1(t) =
y12(0)

y11(0)
exp{−2µ1[h1α2i(t) + ξ(t)]},

tgφ2(t) =
y21(0)

y21(0)
exp{−2µ2[h2α2i(t) + ξ(t)]},

tgγ1 = −λ11

λ12
, tgγ2 = −λ21

λ22
, i = 1, 2j = 1, 2,.

Для отриманих розв’язкiв стохастичної системи рiвнянь Iто проведено
якiсний аналiз поведiнки амплiтуди та фази розв’язкiв.

Побудованi та дослiдженi рiзнi моделi згасаючих стохастичних аперi-
одичних осциляторiв в залежностi вiд коефiцiєнтiв системи.

1. Кулiнiч Г.Л., Перегуда О.В. Якiсний аналiз систем стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь Iто // Укр. мат. журн. – 2000. – 52, № 9. – С. 1251–1256.

2. Гихман И.И., Скороход А.В. Стохастичиеские дифференциальные уравне-
ния. – К.: Наукова думка, 1968. – 354 с.
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Слово про вчителя (свiтлiй пам’ятi А.М. Cамойленка)

Перестюк Микола, Петришин Роман

perestyukna@gmail.сom, r.petryshyn@chnu.edu.ua
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Народився Анатолiй Михайлович Самойленко 2 сiчня 1938 року у селi
Потiївка на Житомирщинi. Пiсля закiнчення середньої школи в м. Малин
вiн вступив на геологiчний факультет Київського державного унiверси-
тету iм.Т.Г.Шевченка, але через палке захоплення математикою продов-
жив навчання на механiко-математичному факультетi, який з вiдзнакою
закiнчив у 1960 роцi i на запрошення академiка Юрiя Митропольського
вступив до аспiрантури Iнституту математики АН УРСР. Успiшно захи-
стивши кандидатську дисертацiю “Застосування асимптотичних методiв
для дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз “нерегулярною”
правою частиною” А.М.Самойленко протягом 11 рокiв пiсля закiнчення
аспiрантури працював в Iнститутi математики АН УРСР. У 1967 роцi
вiн захистив докторську дисертацiю “Деякi питання теорiї перiодичних i
квазiперiодичних систем”, ставши наймолодшим в Українi доктором на-
ук. У перiод з 1974 по 1987 рiк Анатолiй Михайлович очолював кафедру
iнтегральних та диференцiальних рiвнянь Київського державного унiвер-
ситету iм. Т.Г. Шевченка. З його приходом на кафедрi iстотно активiзува-
лася науково-дослiдна робота. У 1978 роцi Анатолiя Михайловича обрали
членом-кореспондентом АН УРСР. Невдовзi пiсля повернення в 1987 роцi
до Iнституту математики АН УРСР А.М. Самойленко став його директо-
ром та впродовж 30 рокiв очолював iнститут. За цей час за iнiцiативи Ана-
толiя Михайловича було проведено велику кiлькiсть авторитетних мiжна-
родних конференцiй, у тому числi два Українських математичних конгре-
си (2001, 2009). Математичний талант i неабиякi органiзаторськi здiбностi
Анатолiя Михайловича забезпечили йому заслужений авторитет i повагу
наукової спiльноти. Його обрано академiком НАН України (1995), дiйс-
ним членом Європейської академiї наук (2002), членом-кореспондентом
Accademia Peloritana dei Pericolanti (Мессiна, Сицилiя, 2006), iноземним
членом АН Республiки Таджикистан (2011). З 2006 року до останнього
подиху (4 грудня 2020 року) А.М. Самойленко обiймав посаду академiка-
секретаря Вiддiлення математики НАН України.

Науковi досягнення Анатолiя Михайловича широко вiдомi спецiалiс-
там у галузi диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики, теорiї нелi-
нiйних коливань. Вiн по праву вважається основоположником цiлого ряду
важливих напрямiв дослiджень у цих галузях. Так, у 1965 р. вiн запро-
понував i обґрунтував новий ефективний метод вiдшукання перiодичних
розв’язкiв суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, який сьогоднi вi-
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домий як “чисельно-аналiтичний метод Самойленка”. Важливе мiсце в
наукових пошуках А.М. Самойленка займали питання теорiї iнварiантних
тороїдальних многовидiв нелiнiйних динамiчних систем. Йому належить
розроблення ефективного методу дослiдження задачi про збереження iн-
варiантних торiв при збуреннях. В основу свого пiдходу Анатолiй Ми-
хайлович поклав введене ним же поняття функцiї Грiна лiнiйного роз-
ширення динамiчної системи на торi (у сучаснiй математичнiй лiтературi
це поняття вiдоме як функцiя Грiна-Самойленка). Ще один загальнови-
знаний напрям дослiджень Анатолiя Михайловича пов’язаний з теорiєю
систем з iмпульсною дiєю. Талант i досвiд Анатолiя Михайловича як уче-
ного й органiзатора науки, лiдера київської математичної школи яскраво
проявився у його вмiннi керувати дослiдницькою роботою вiдразу в кiль-
кох напрямах. Так, разом з учнями було розроблено теорiю знакозмiнних
функцiй Ляпунова для вивчення дихотомiї, глобально обмежених розв’яз-
кiв та iнварiантних многовидiв лiнiйних розширень динамiчних систем
на торi, розвинуто теорiю нетерових крайових задач для систем iз за-
пiзненням, рiвнянь з iмпульсною дiєю, сингулярно збурених систем. Ще
один напрям дослiджень А.М. Самойленка стосувався вивчення резонан-
сних явищ у багаточастотних системах, включаючи системи з повiльно
змiнними параметрами. Науковi досягнення Анатолiя Михайловича стали
фундаментальним вкладом у математику. Вiн – автор понад 600 науко-
вих праць, у тому числi трьох десяткiв монографiй, бiльше двох десяткiв
пiдручникiв i навчальних посiбникiв. Бiльшiсть робiт А.М. Самойленка
перекладено та видано за кордоном.

Анатолiй Михайлович придiляв велику увагу пiдготовцi висококвалi-
фiкованих наукових кадрiв. Серед його учнiв – 36 докторiв та 89 кандида-
тiв фiзико-математичних наук, якi успiшно працюють у багатьох матема-
тичних центрах ряду країн. На особливу увагу також заслуговує педагогi-
чна дiяльнiсть професора А.М. Самойленка в Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка, Нацiональному технiчному унiвер-
ситетi України “КПI iменi Iгоря Сiкорського” та iнших вищих навчальних
закладах, зокрема i Чернiвецькому унiверситетi. Яскравий лекторський
талант Анатолiя Михайловича, його вмiння чiтко, ясно та емоцiйно викла-
дати матерiал на основi розроблених ним оригiнальних лекцiйних курсiв
завжди справляв незабутнє враження на слухачiв. Багаторiчну наукову,
педагогiчну i громадську дiяльнiсть А.М. Самойленка вiдзначено низкою
високих нагород i звань, але жодна вiдзнака не може бути важливiшою
за свiтлий, добрий спомин про Анатолiя Михайловича – НАУКОВЦЯ,
ВЧИТЕЛЯ, ЛЮДИНИ.
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Iснування розв’язку задачi Кошi для стохастичного рiвняння з
частинними похiдними та вiнеровими збуреннями

Перун Галина1, Ясинський Володимир2

g.perun@chnu.edu.ua, vkyasynskyy@ukr.net
1Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

2Канада

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0}, P ) задано потiк не-
спадних σ - алгебр {Ft, t ≥ 0}, Ft ⊂ F , Ft1 ⊂ Ft2 при t1 < t2. Випадкова
функцiя u(t, x, ω), (t, x) ∈ Π, Π ≡ R1 × R1, ω ∈ Ω вимiрна стосовно σ -
алгебри Ft iз iмовiрнiстю 1 є розв’язком задачi Кошi для лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння спецiальної конструкцiї

∂

∂t
[Q(A,

∂

∂t
,
∂

∂x
)u(t, x, ω)] + [Q(B,

∂

∂t
,
∂

∂x
)u(t, x, ω)] =

= [Q(C,
∂

∂t
,
∂

∂x
)u(t, x, ω)]dw(t, ω), (1)

[Q(A,
∂

∂t
,
∂

∂x
)u(t, x, ω)] |t=0= [Qu]0. (2)

Тут w(t, ω) – стандартний скалярний вiнерiв процес. Пiд розв’язком
задачi (1), (2) розумiємо функцiю u(t, x, ω), яка з iмовiрнiстю 1 при ко-
жному (t, x) задовольняє рiвняння

Q(A,
∂

∂t
,
∂

∂x
)u(t, x, ω) = [Qu]0 +

∫ t

0

Q(B,
∂

∂s
,
∂

∂x
)u(s, x, ω)ds+

+

∫ t

0

Q(C,
∂

∂s
,
∂

∂x
)u(s, x, ω)dw(s, ω) (3)

Питання iснування розв’язку задачi (1), (2) вивчатимемо у просторi
mT функцiй зi скiнченною нормою

‖u(t, x, ω)‖2 ≡
∫ T

0

E

(∫ +∞

−∞
|u(t, x, ω)|2dx

)2

dt ≡
∫ T

0

‖u‖2L2,Edt. (4)

де E - операцiя математичного сподiвання.
Задачу розв’язуватимемо методом iнтегрального перетворення Фур’є.

При цьому скористаємось
Лема. Перетворення Фур’є за змiнною x для функцiї u(t, x, ω)

v(t, σ, ω) =
1√
2π

∫ T

0

e−iσxu(t, x, ω)dx (5)
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не виводить її за межi простору mT при довiльному скiнченному T .
На основi цього сформулюємо теорему.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
а) коренi многочлена P (λ, iσ) = λQ(A, λ, iσ)+Q(B, λ, iσ) при всiх σ 6= 0

задовольняють нерiвнiсть

Reλ ≤ ϕ(σ) < 0, ϕ(0) = 0;

б) задача Кошi для рiвняння (1) за умови, що C = 0 має розв’язки
при кожному t ∈ [0, T ] в L2,E .

Тодi iснує з iмовiрнiстю 1 розв’язок задачi (1), (2) в просторi mT .

Доведення твердження грунтується на припущеннi про iснування фун-
даментального розв’язку [1]

H(t, σ) =
1√
2π

∮
Γ

eλtdλ

P (λ, iσ)
(6)

вiдповiдного детермiнованого рiвняння, яке отримане в образах Фур’є для
рiвняння (1) та теоремi Планшерея. Тут Γ – контур, що охоплює нулi
многочлена P (λ, iσ).

1. Царьков Е.Ф., Ясинский В.К. Квазилинейные стохастичиские
дифференциально-функциональные уравнения. – Рига: Ориентир. 1992. –
301 с.

286



Методичнi аспекти розв’язування задач на геометричнi
перетворення для майбутнiх учителiв математики

Правiцка Наталiя

n.pravitska@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Розв’язування задач на геометричнi перетворення є важливою складо-
вою математичної освiти майбутнiх учителiв математики. Вмiння викори-
стовувати рiзнi методичнi пiдходи при розв’язуваннi задач з використа-
нням геометричних перетворень, обґрунтовувати педагогiчнi принципи,
розробляти та впроваджувати новi методи навчання та форми органiзацiї
освiтнього процесу у закладi загальної середньої освiти свiдчить про во-
лодiння методичною компетентнiстю. Основними методичними аспекта-
ми розв’язування завдань на геометричнi перетворення для учителiв ма-
тематики пiд час їх професiйного становлення є теоретична пiдготовка,
вiзуалiзацiя, практичнi вправи, дослiдницький пiдхiд, практичне засто-
сування, зворотний зв’язок i обговорення, застосування iнтерактивних
засобiв, робота з колективами, оцiнка та пiдсумковi роботи. Зупинимося
на кожному з них.

1. Теоретична пiдготовка.
Майбутнiм учителям математики слiд вивчити теоретичний матерiал

з геометричних перетворень, включаючи особливостi кожного виду пе-
ретворення, та правила їх застосування. Розглядати основнi теореми i
властивостi геометричних перетворень.

2. Вiзуалiзацiя.
Використовувати графiчнi засоби, такi як дошки для малювання, гео-

метричнi програми або динамiчнi геометричнi середовища (DG, GeoGebra,
GRAN), щоб вiзуалiзувати геометричнi перетворення.

Використання цього типу програм дозволяє розв’язувати певнi задачi,
не знаючи вiдповiдних аналiтичних iнструментiв, методiв i формул, пра-
вил. Завдяки можливостi графiчного супроводу комп’ютерного розв’язу-
вання задач, можливо чiтко i легко розв’язувати досить складнi задачi,
впевнено володiти вiдповiдними поняттями i системами правил.

Показувати, як виглядають геометричнi об’єкти пiсля застосування
рiзних перетворень.

3. Практичнi вправи.
Надавати можливiсть вирiшувати практичнi завдання на геометричнi

перетворення, включаючи завдання рiзної складностi.
Робити акценти на розв’язаннi завдань за допомогою логiчних розмiр-

ковувань i аналiтичних навичок.
4. Дослiдницький пiдхiд.
Спонукати до проведення дослiджень та дослiдiв з використанням гео-
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метричних перетворень. Демонструвати переваги перевагу того чи iншого
методу.

5. Практичне застосування.
Пояснювати практичне застосування геометричних перетворень у ре-

альному життi, наприклад, у графiцi, комп’ютерному моделюваннi чи
архiтектурному дизайнi.

6. Зворотний зв’язок i обговорення.
Постiйно спiлкуватися, допомагати вирiшувати труднощi та надавати

зворотний зв’язок щодо розвитку навичок розв’язування завдань.
7. Застосування iнтерактивних засобiв.
Використовувати iнтерактивнi вправи, веб-сайти та програми для на-

вчання геометричним перетворенням.
8. Робота з колективами.
Заохочувати спiльну роботу у групах, де можна обмiнюватися iдеями

та розв’язувати завдання разом.
9. Оцiнка та пiдсумковi роботи.
Проводити систематичну оцiнку навчальних досягнень при вивченнi

геометричних перетворень i надавати зворотний зв’язок для подальшого
розвитку.

Врахування цих аспектiв надає можливiсть розробити вiдповiдну ефе-
ктивну систему методiв, прийомiв, засобiв навчання. Загалом, навчання
учнiв геометричних перетворень у майбутнiх учителiв математики вима-
гає поєднання теоретичних знань, практичних вмiнь i педагогiчних мето-
дiв для забезпечення ефективного розвитку їхнiх навичок та компетенцiй
у цiй областi.

Для сучасної педагогiчної науки актуальною є проблема розробки вдо-
сконаленої методики навчання геометричних перетворень школярiв i май-
бутнiх вчителiв математики на основi систематичного збагачення змiсту
дисциплiн за рахунок нових досягнень математичної науки, оновлення
практичної бази завдань рiзного рiвня складностi для учнiв з рiзним сти-
лем мислення, а також ефективного використання сучасних засобiв IКТ,
якi не лише полегшують сприймання школярами геометричних об’єктiв
(зокрема, просторових), але й сприяють розвитку самостiйного геометри-
чного мислення учнiв.

1. Працьовитий М.В. До концепцiї розвитку математичної освiти // Сучасна
математика i математична освiта. Матерiали Мiсячника Iнституту матема-
тики НАН України в НПУ iменi М.П. Драгоманова (1 березня - 2 квiтня
2004 р.). – К.: Вид-во НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2007. – С. 116 - 121.

2. Працьовитий М.В. Геометричнi перетворення. Теоретико-груповий погляд
на геометрiю. – К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2007. – 18 с.
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Застосування у метричнiй теорiї чисел, фрактальному аналiзi
та теорiї розподiлiв випадкових величин B-зображення чисел

Працьовитий Микола, Бондаренко Ольга,
Гончаренко Янiна, Лисенко Iрина

prats4444@gmail.com, o.i.bondarenko@udu.edu.ua,
goncharenko.ya.v@gmail.com, i.m.lysenko@npu.edu.ua

Український державний унiверситет iменi Михайла Драгоманова,
Iнститут математики НАН України

Нехай A = Z = {0,±1,±2, ...} — алфавiт (набiр цифр), L = A×A× ...
— простiр послiдовностей елементiв алфавiту; (Θn) — довiльна послiдов-
нiсть додатних дiйсних чисел (n ∈ Z) така, що

0 <

∞∑
n=1

Θ−n ≡ u < 1, 0 <

+∞∑
n=0

≡ v < 1, u+ v = 1.

Прикладом такої послiдовностi є двостороння послiдовнiсть (Θn): Θ0 =
1−3a
1−a , Θ−n = Θn = an, де параметр a задовольняє нерiвностi 0 < a < 1

3 ,
n ∈ N , зокрема a =

√
5−1
2 .

Сформуємо iншу двосторонню послiдовнiсть (bn), визначену послiдов-
нiстю (Θn), а саме:

bn ≡
n−1∑
i=−∞

Θi = bn−1 + Θn−1.

Теорема 1. Для будь-якого числа x ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний
набiр цiлих чисел (α1, α2, ..., αm) або єдина послiдовнiсть (αn) ∈ L такi,
що виконується одна з рiвностей

x = bα1
+

m∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αm(∅), (1)

x = bα1 +

∞∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αk...

. (2)

Символiчнi записи x рiвностями (1) або (2) називатимемоB-зображенням
цього числа, а αn = αn(x) — n-ою його цифрою. Iз-за єдиностiB-зображення
числа, αn(x) є коректно означеною функцiєю числа x.

Числа, для яких виконується рiвнiсть (1), називаютьсяB-скiнченними,
а тi, для яких виконується рiвнiсть (2), – B-нескiнченними.

Теорема 2. Множина чисел iнтервалу [0; 1], цифри B-зображення якої
є обмеженими, має нульову мiру Лебега.
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Нехай νn(x) — частота цифри n ∈ Z у B-зображеннi числа x ∈ (0; 1).

Теорема 3. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел iнтервалу
(0; 1) частота довiльної цифри i ∈ Z алфавiту дорiвнює Θi.

Числа, для яких виконуються умови теореми 3, називаютьсяB-нормальними,
а решта чисел — B-ненормальними.

Наслiдок. Множина B-ненормальних чисел є суперфрактальною мно-
жиною нульової мiри Лебега.

Теорема 4. Якщо Hα
B — мiра Гаусдорфа множини E ⊂ (0; 1), що грун-

тується на покриттях множини E B-цилiндрами, а Hα — класична
α-мiра Гаусдорфа, то Hα(E) ≤ Hα

B(E) ≤ 6Hα(E).

Наслiдок. При обчисленнi розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича довiльної
множини E ⊂ (0; 1) можна обмежуватись покриттями B-цилiндрами.

Теорема 5. Множина чисел C[B;V ] = {x : αn(x) ∈ X} має розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича, що є розв’язком рiвняння

∑
i∈V

θxi = 1.

Теорема 6. Множина M ≡ M [B, p] = {x : x ∈ [0; 1], νi(x) = pi, i ∈ Z}
є 1) щiльною в [0;1]; 2) всюди розривною; 3) множиною, розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(M) =

ln
∏
i∈Z

pθii

ln
∏
i∈Z

θθii
;

4) N -самоподiбною множиною з самоподiбною розмiрнiстю 1.

Теорема 7. Розподiл випадкової величини ξ = ∆B
ξ1ξ2...ξn...

, де (ξn) — по-
слiдовнiсть незалежних випадкових величин таких, що P{ξn = i} =
pin ≥ 0 має чистий лебегiвський тип (дискретний, абсолютно неперерв-
ний або сингулярний).

У доповiдi будуть висвiтленнi критерiї належностi розподiлу кожному
з чистих типiв. У випадку сингулярностi розподiлу буде деталiзовано його
фрактальнi властивостi.

1. Pratsovytyi M. V., Baranovskyi O. M., Bondarenko O.I., Ratushniak S.P.
One class of continuous locally complicated functions related to infinite-
symbol Φ-representation of numbers. Matematychni Studii, 59(2), 123-131.
https://doi.org/10.30970/ms.59.2.123-131
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Задача з iмпульсним впливом для параболiчного рiвняння з
виродженням

Пукальський Iван, Яшан Богдан

i.pukalsky@chnu.edu.ua, b.yashan@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Нехай η, t0, t1, . . . , tN+1 – фiксованi числа, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tN+1,
η ∈ (t0, tN+1), η 6= tλ, λ ∈ {1, ..., N}, Ω – деяка обмежена область dimΩ ≤
n− 1, D = {(t, x)|t ∈ [t0, tN+1), x ∈ Ω} ∪ {(t, x)|t = η, x ∈ Rn}.

Розглянемо в областi Π = [t0, tN+1)×Rn задачу знаходження функцiї
u(t, x), яка задовольняє при (t, x) ∈ Π \D, t 6= tλ рiвняння

[∂t −
∑
|k|=2b

ak(t, x)∂kx −
∑

|p|≤2b−1

ap(t, x)∂px]u(t, x) = f(t, x) (1)

i умови за змiнною t:

u(t0 + 0, x) = ϕ0(x), x ∈ Rn \ Ω, (2)

u(tλ+ 0, x)−u(tλ−0, x) = bλ(x)u(tλ−0, x) +ϕλ(x), x ∈ ((Π\D)∩ (t = tλ)),
(3)

Степеневi особливостi коефiцiєнтiв рiвняння (1) у точцi P (t, x) ∈ Π\D
характеризуватимуть функцiї s1(β

(1)
i , t) i s2(β

(2)
i , x): s1(β

(1)
i , t) = |t− η|β

(1)
i

при |t − η| ≤ 1, s1(β
(1)
i , t) = 1 при |t − η| ≥ 1; s2(β

(2)
i , x) = ρ(x)β

(2)
i при

ρ(x) ≤ 1, s2(β
(2)
i , x) = 1 при ρ(x) ≥ 1, ρ(x) = inf

z∈Ω
|x − z|, i ∈ {1, ..., n},

β
(ν)
i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2}, β(ν) = (β

(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n ), β = {β(1), β(2)}.

Позначимо через Πr = [tr, tr+1) × Rn, r ∈ {0, 1, . . . , N}, q(ν), γ(ν),
µ

(ν)
pi , µ

(ν)
0 – дiйснi невiд’ємнi числа, [l] – цiла частина числа l, l > 0,

{l} = l − [l], P1(t(1), x(1)), P2(t(2), x(1)), Hi(t
(1), x(2)) – довiльнi точки iз

Π, x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n ), x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1, . . . , x

(1)
n ), Qr – до-

вiльна замкнена область, Qr ⊂ Πr.
Означимо простори, в яких вивчається задача (1) – (3). Cl(γ;β; q; Π) –

множина функцiй u : (t, x) ∈ Π, якi мають неперервнi частиннi похiднi в
областi Qr\D вигляду ∂jt ∂kxu, 2bj + |k| ≤ [l], для яких скiнченна норма

‖u; γ;β; q; Π‖l = sup
r

∑
2bj+|k|≤[l]

[
sup
P∈Qr

S(q; s1; s2; 2bj + |k|; t, x)|∂jt ∂kxu(P )|
]
+

+ sup
r

{ ∑
2bj+|k|=[l]

[ n∑
i=1

sup
(P1,Hi)∈Qr

(
S(q; s1; s2; |l|; t(1), x̃)s1({l}(γ(1) − β(1)

i ), t(1))×

×s2({l}(γ(2) − β(2)
i ), x̃)|x(1)

i − x
(2)
i |
−{l}|∂jt ∂kxu(P1)− ∂jt ∂kxu(Hi)|

)
+
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+ sup
(P1,P2)∈Qr

(
S(q; s1; s2; |l|; t̃, x(1))s1({l}γ(1), t(1))s2({l}γ(2), x(1))×

×|t(1) − t(2)|−{ l2b}|∂jt ∂kxu(P1)− ∂jt ∂kxu(P2)
)]}

.

Тут позначено: s1(a, t̃) = min{s1(a, t(1)), s1(a, t(2))},
s2(a, x̃) = min{s2(a, x(1)), s2(a, x(2))},
S(q; s1, s2; [l]; t, x) = s1(q(1) + [l]γ(1), t)s2(q(2) + [l]γ(2), x)×
×
∏n
i=1 s1(−kiβ(1)

i , t)s2(−kiβ(2)
i , x).

Щодо задачi (1)-(3), вважаємо виконаними умови:

а) коефiцiєнти рiвняння (1) ak(t, x)

n∏
i=1

s1(kiβ
(1)
i , t)s2(kiβ

(2)
i , x) ∈

∈ Cα(γ;β; 0; Π), ap(t, x)

n∏
i=1

s1(piµ
(1)
pi , t)s2(piµ

(2)
pi , x) ∈ Cα(γ;β; 0; Π),

1 ≤ |p| ≤ 2b− 1, a0(t, x)s1(µ
(1)
0 , t) s2(µ

(2)
0 , x) ∈ Cα(γ;β; 0; Π), a0(t, x) ≤ K <

∞ i виконується умова рiвномiрної параболiчностi для рiвняння

[∂t −
∑
|k|=2b

ak(t, x)

n∏
i=1

s1(kiβ
(1)
i , t)s2(kiβ

(2)
i , x)∂kx ]u(t, x) = f̃(t, x),

б) функцiї f(t, x) ∈ Cα(γ;β; 2bγ; Π), ϕ0 ∈ C2b+α(γ̃; β̃; 0;Rn), γ̃ = (0, γ(2)),
β̃ = (0, β(2)), bλ ∈ C2b+α(Π ∩ (t = tλ)), ϕλ ∈ C2b+α(γ̃; β̃; 0; Π ∩ {t = tλ}),

γ(ν) = max{max
i
β

(ν)
i ,max

pi

pi(µ
(ν)
pi − β

(ν)
i )

2b− |p|
,
µ

(ν)
0

2b
}, ν ∈ {1, 2}.

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(3) виконанi умови а), б). Тодi iснує
єдиний розв’язок задачi (1)–(3) iз простору C2b+α(γ;β; 0; Π) i справджу-
ється нерiвнiсть

‖u; γ;β; 0; Π‖2b+α ≤ c
{ N∑
r=1

[ N∏
λ=r

(‖1 + bλ‖C2b+α(Π∩(t=tλ)))×

×(‖f ; γ;β; 2bγ; Πr−1‖α + ‖ϕr−1; γ̃; β̃; 0; Π ∩ {t = tr−1}‖2b+α)
]
+

+‖f ; γ;β; 2bγ; ΠN‖α + ‖ϕN ; γ̃; β̃; 0; Π ∩ {t = tN}‖2b+α
}

(4)

Для доведення теореми встановлюється розв’язнiсть допомiжних кра-
йових задач з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв
видiляється збiжна послiдовнiсть, граничне значення якої є розв’язком
задачi (1)–(3).
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Неперервна нiде не монотонна функцiя, означена в термiнах
ланцюгового зображення чисел

Ратушняк Софiя, Працьовитий Микола

ratush404@gmail.com, prats4444@gmail.com
Iнститут математики НАН України,

Український державний унiверситет iменi Михайла Драгоманова

Нехай A ≡ {0; 1} — алфавiт, L ≡ A×A× . . . — простiр послiдовностей
елементiв алфавiту (нулiв та одиниць); A2 = { 1

2 ; 1}, L2 ≡ A2 ×A2 × . . . .
Вiдомо [1], що для будь-якого числа x ∈ [ 1

2 ; 1] iснує (ak) ∈ L2 така, що

x =
1

a1 +
1

a2 + ...

≡ [0; a1, a2, . . . , ak, . . .]. (1)

Ланцюговий дрiб (1) називається нескiнченним ланцюговим A2-дробом,
а його символiчний запис [0; a1, a2, ..., ak, ...] — A2-зображенням числа x,
при цьому число ak називається k-ою цифрою цього зображення. Нескiн-
ченний ланцюговий A2-дрiб є збiжним, а його значення належить [ 1

2 ; 1].
Iснують числа, що мають два A2-зображення: [0; a1, a2, ..., am,

1
2 , (

1
2 , 1)] =

[0; a1, a2, ..., am, 1, (1,
1
2 )]. Вони називаються A2-бiнарними. Множина та-

ких чисел є злiченною i всюди щiльною у вiдрiзку [ 1
2 ; 1]. Решта чисел

вiдрiзка [ 1
2 ; 1] мають єдине A2-зображення i називаються A2-унарними.

A2-зображення чисел легко перекодовується засобами алфавiту A, а
саме: x = [0; a1, a2, . . . , ak, . . .] ≡ ∆A

α1α2...αk...
, де αk = 2ak−1, k ∈ N. Остан-

нє називається A-зображенням числа x.
Нехай (e0, e1, e2) — фiксована упорядкована трiйка елементiв алфавiту

A. Означимо функцiю f рiвностями

f(∆A
a1a2...a2n...) = ∆A

b1b2...bn..., де

b1 =

{
e0 при (a1, a2) = (e1, e2),

1− e0 при (a1, a2) 6= (e1, e2),
де e0, e1, e2 ∈ A, (2)

bk+1 =

{
bk при (a2k+1, a2k+2) 6= (a2k−1, a2k),

1− bk при (a2k+1, a2k+2) = (a2k−1, a2k).
(3)

Означення функцiї рiвностями (2) i (3) є коректним, якщо (e1, e2) = (1, 0).

Теорема 1. Функцiя f , означена рiвностями (2) i (3), при (e1, e2) =
(1, 0) є неперервною, нiде не монотонною i має необмежену варiацiю.

1. Dmytrenko S. O., Kyurchev D. V., Prats’ovytyi M. V. A2-continued fraction
representation of real numbers and its geometry // Ukrainian Mathematical
Journal. — 2009. — №4. — P. 541-555.
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Побудова областей стiйкостi для керованих систем з
невизначеностями

Савранська Алла

savranskaya-alla@ukr.net
Нацiональний унiверситет ”Запорiзька полiтехнiка”

В бiльшостi систем керування поряд з ”повiльними” (програмними)
рухами присутнi, так званi ”швидкi” рухи (”паразитнi” динамiки). Такi
системи мають назву сингулярно збурених систем диференцiальних рiв-
нянь. Iснуючi методи теорiї сингулярних збурень дозволяють здiйснити
декомпозицiю на двi пiдсистемi бiльш низького порядку. Це, в свою чергу,
дозволяє роздiлити синтез повної системи керування на двi частини.

При вивченнi поведiнки розв’язкiв систем керування важливо не тiль-
ки дослiдити стiйкiсть цих розв’язкiв, але i оцiнити розмiри областей
їх тяжiння. Побудова областей стiйкостi полягає у знаходженнi верхньої
границi малого параметру, такої що для всiх значень цього параметру,
менших нiж отримана оцiнка, незбурений розв’язок сингулярно збуре-
ної системи диференцiальних рiвнянь є асимптотично стiйким. Ця задача
розв’язується за допомогою векторних функцiй Ляпунова. Доводиться
теорема, в якiй сформульованi достатнi умови рiвномiрної асимптотичної
стiйкостi розв’язкiв такої системи. Дається оцiнка верхньої границi мало-
го параметру.

Практична цiннiсть полягає у тому, що розширюється клас систем,
якi можна дослiджувати на стiйкiсть. Зроблено необхiднi дослiдження та
отримано формули, що дозволяють аналiзувати стiйкiсть систем навiть
за умов неповної iнформацiй про збурення, що дiють на них.

Розглянемо систему диференцiйних рiвнянь

ẋ = f(x, z, t) + εf1(x, z, t),
εż = g(x, z, t) + εg1(x, z, t),

(1)

де f та f1 – n-вимiрнi вектор-функцiї, g та g1 – m-вимiрнi вектор-функцiї,
ε – малий параметр, ε > 0, f1 та g1 невiдомi та задовольняють лише де-
яким обмеженням, про якi буде сказано нижче. Члени εf1(x, z, t) i εg1(x, z, t)
складають параметричну невизначенiсть системи, друге рiвняння систе-
ми (1) мiстить малий параметр при похiднiй визначає динамiчну невизна-
ченiсть.

Задаємо початковi умови:

z(0, ε) = z0, (2)

x(0, ε) = x0. (3)

Дослiдимо розв’язок (x(t, ε), z(t, ε)) задачi (1)–(3) на iнтервалi 0 ≤ t ≤
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T . Поклавши в (1) ε = 0, отримаємо вироджену систему

ẋs = f (xs, zs, t) , (4)

0 = g (xs, zs, t) . (5)

Для системи (4)–(5) задається менша кiлькiсть початкових умов

xs(0) = x0. (6)

Розв’яжемо рiвняння (5) вiдносно zs(t), якщо така операцiя можлива

zs = ϕ (xs, t) . (7)

В силу нелiнiйностi функцiї g (xs, zs, t), ця операцiя неоднозначна та
постає питання про вибiр розв’язку.

Пiдстановка (7) в (3) дає

ẋs = f (xs, ϕ (xs, t) , t) , (8)

xs(0) = x0, (9)

zs = ϕ (xs, t), в загальному випадку не задовольняє початковiй умовi (2)
для z, тобто zs(0) 6= z0, i тому в деякому околi початкової точки t = 0
розв’язок zs(t) виродженої системи не буде близьким до розв’язку z(x, t)
вихiдної системи (1).

Введемо нову змiнну
η = z − ϕ(x, t). (10)

Нехай виконуються наступнi умови:
a) Функцiї f(x, z, t) та g(x, z, t) неперервнi та задовольняють умовi Лi-

пшиця по x та z в деякiй областi G простору змiнних (x, z, t), тобто для
деяких додатних N1, N2, N3, N4 виконуються нерiвностi

‖f(x, z, t)− f(x̃, z, t)‖ ≤ N1‖x− x̃‖, (11)

‖f(x, z, t)− f(x, z̃, t)‖ ≤ N2‖z − z̃‖, (12)

‖g(x, z, t)− g(x, z̃, t)‖ ≤ N3‖x− x̃‖, (13)

‖g(x, z, t)− g(x, z̃, t)‖ ≤ N2‖z − z̃‖, (14)

де ‖y‖ =
√
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

n – евклiдова норма.
б) Розв’язок (7) має в деякiй замкнутiй областi D такi властивостi:
1. ϕ (xs, t) – неперервна функцiя в D.
2. (xs, ϕ (xs, t) , t) ∈ G для вcix (xs, t) ∈ D.
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3. Корiнь zs = ϕ (xs, t) є iзольованим в D, тобто iснує таке η > 0, що
g (xs, zs, t) 6= 0 при

‖zs − ϕ (xs, t)‖ < η, (xs, t) ∈ D̄.

в) Система (8), (9) має єдиний розв’язок xs(t) на iнтервалi 0 ≤ t ≤ T ,
до того ж у цьому iнтервалi точки

(
x3, t

)
∈ D, де D – множина внутрiшнiх

точок D. Крiм того, припустимо, що f (xs, ϕ (xs, t) , t) задовольняє умовi
Лiпшиця при xs ∈ D.

Тобто iснує така стала L > 0, що для будь-яких y1 i y2, виконується
нерiвнiсть

‖f (xs, y1, t)− f (xs, y2, t)‖ ≤ L ‖y1 − y2‖ .

Введемо тепер приєднану систему

dz̃

dτ
= g (xs, z̃, t)|t=τε , (15)

в якiй xs i t розглядаються як параметри, τ = ε−1t (розтягнутий час).
Очевидно, що τ ≥ 0. Згiдно з умовою б) 3, z̃(τ) = ϕ (xs, t) є iзольованою

точкою спокою системи (15) при (xs, t) ∈ D.
Крiм того, нехай
г) Точка спокою z̃(τ) = ϕ (xs, t) системи (15) є асимптотично стiйкою

за Ляпуновим рiвномiрно вiдносно (xs, t) ∈ D. Це означає, що ∀µ > 0 ∃
δ̄(µ) > 0 (загальне для всiх (xs, t) ∈ D), таке що для всiх розв’язкiв z̃(τ)
рiвняння (15), для яких

‖z̃(τ)− ϕ (xs, t)‖ < µ, (xs, t) ∈ D

при τ ≥ 0 i z̃(τ)→ ϕ (xs, t) при τ →∞.
Розглянемо приєднану систему (15) при xs = x0, t = 0:

dz̃

dτ
= g

(
x0, z̃, t

)
(16)

з початковою умовою
z̃(0) = z0. (17)

Оскiльки початкове значення z0, в загальному випадку, не є близьким
до точки спокою ϕ

(
x0, 0

)
, то розв’язок z̃(τ) задачi (16), (17) може не

прямувати до ϕ
(
x0, 0

)
при τ →∞.

Нехай
д) Розв’язок z̃(τ) задачi (16) з початковими умовами (17) задовольняє

умовам
1. lim

n→∞
z̃(τ) = ϕ

(
x0, 0

)
,

2. точки
(
x0, z̃(τ), t

)
∈ G, при τ ≥ 0.
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е) Функцiї f1(x, z, t), g1(x, z, t) неперервнi та задовольняють умовi Лi-
пшиця за змiнними x i z, та iснують сумованi функцiї M1(t) та M2(t) зi
сталими M0

1 та M0
2 такi, що в областi G мають мiсце нерiвностi

‖f1(x, z, t)‖ ≤M1, ‖g1(x, z, t)‖ ≤M2, (18)
T∫

0

M1(t) ≤M0
1T,

T∫
0

M2(t) ≤M0
2T. (19)

Теорема. Нехай виконуються наступнi припущення:
a) Для систем (4) та (16) iснують додатньо визначенi функцiї Ля-

пунова V (x, t) та W (x, z, t) вiдповiдно, що задовольняють оцiнкам, якi є
властивими для квадратичних форм, такi що

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f (xs, ϕ (xs, t) , t) ≤ −α1ψ

2(x), (20)

∂W

∂z
g(x, z̃, t) ≤ −α2θ

2(η), (21)

де ψ(x) та θ(η) – функцiї, якi дорiвнюють нулю в точцi 0 i вiдмiннi вiд
нуля для iнших значень аргументiв.

б) Умови взаємозв’язку V та W задовольняють нерiвностям
∂W

∂t
+
∂V

∂x
f(x, z, t) ≤ cψ(x)θ(η), (22)

∂V

∂x
(f(x, z, t)− f (xs, ϕ (xs, t) , t)) ≤ βψ(x)θ(η), (23)

∂W

∂z
(g(x, z, t)− g(x, z̃, t)) ≤ εkψ(x)θ(η), (24)

∂V

∂x
f1(x, z, t) ≤ γ1ψ

2(x), (25)

∂W

∂x
f1(x, z, t) ≤ γ2ψ

2(x), (26)

∂W

∂t
+
∂W

∂z
g1(x, z, t) ≤ γ3ψ(x)θ(η), (27)

де c, β, k, γ1, γ2, γ3 – позитивнi сталi.
Тодi для будь-якого 0 < d < 1 лiнiйна комбiнацiя

U(x, z, t) = (1− d)V (x, t) + dW (x, z, t) (28)

є функцiєю Ляпунова системи (1) та iснує

ε∗(d) =
α1

γ1 + d
1−aγ2 + ((1−d)β+d(c+k+γ3))2

4d(1−d)α2

(29)

таке, що для усiх ε < ε∗(d) розв’язок x = xs(t), η = 0 системи (1) є
стiйким до збурень, що дiють постiйно.
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Про скiнченну лiпшицевiсть розв’язкiв нелiнiйного рiвняння
Бельтрамi

Салiмов Руслан, Стефанчук Марiя

ruslan.salimov1@gmail.com, stefanmv43@gmail.com
Iнститут математики НАН України

НехайD — область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна та вiдкрита
пiдмножина C, i нехай µ : D → C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с.
(майже скрiзь) в D. Рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz̄ = µ(z) fz, (1)

де fz̄ = (fx+ ify)/2, fz = (fx− ify)/2, z = x+ iy, fx i fy — частиннi похiднi
вiдображення f по x та y, вiдповiдно. Функцiя µ називається комплексним
коефiцiєнтом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

дилатацiйним спiввiдношенням рiвняння (1). Рiвняння Бельтрамi (1) на-
зивається виродженим, якщо ess supKµ(z) =∞.

Нехай σ : D → C — вимiрна функцiя та m > 0. Розглянемо наступне
рiвняння, записане у полярних координатах (r, θ), z = z0 + reiθ, z0 ∈ D :

fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (2)

де fr i fθ — частиннi похiднi вiдображення f по r i θ, вiдповiдно. Вико-
ристовуючи спiввiдношення мiж цими похiдними та формальнi похiднi

rfr = (z − z0)fz + (z − z0)fz , fθ = i((z − z0)fz − (z − z0)fz) ,

рiвняння (2) можна записати у комплекснiй формi:

fz =

(
z − z0

|z − z0|

)2
σ(z)Nm(f, z, z0)− 1

σ(z)Nm(f, z, z0) + 1
fz , (3)

де Nm(f, z, z0) = i |z − z0| |(z − z0)fz − (z − z0)fz|m.
При m = 0 рiвняння (3) зводиться до звичайного рiвняння Бельтрамi

(1) з комплексним коефiцiєнтом

µ(z) =

(
z − z0

|z − z0|

)2
iσ(z) |z − z0| − 1

iσ(z) |z − z0|+ 1
.

Поклавши m = 0 i σ = −i/|z − z0| у (3), ми приходимо до класичної
системи Кошi-Рiмана. Всюди далi будемо вважати, що m > 0.
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Теорема 1. Нехай f : D → C — регулярний гомеоморфний розв’язок не-
лiнiйного рiвняння (3) класу Соболєва W 1,1

loc . Якщо

σ0 = lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0,ε)

dm(z)

|z − z0|
(

Imσ(z)
) 1
m+1

<∞,

то
lim sup
z→z0

|f(z)− f(z0)|
|z − z0|

6 ν0σ
m+1
m

0 ,

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд m.

Наслiдок 1. Якщо σ0 > 0 i

1

2πr

∫
|z−z0|=r

|dz|(
Imσ(z)

) 1
m+1

6 σ0r

для м.в. (майже всiх) r ∈ (0, r0), r0 ∈ (0, d0), d0 = dist(z0, ∂D), то

lim sup
z→z0

|f(z)− f(z0)|
|z − z0|

6 ν0σ
m+1
m

0 ,

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд m.

Наслiдок 2. Якщо k0 > 0 i

Imσ(z) >
k0

|z − z0|m+1

для м.в. z ∈ B(z0, r0), r0 ∈ (0, d0), d0 = dist(z0, ∂D), то

lim sup
z→z0

|f(z)− f(z0)|
|z − z0|

6 ν0k
− 1
m

0 ,

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд m.

1. R. Salimov, M. Stefanchuk. Finite Lipschitzness of regular solutions to nonlinear
Beltrami equation // Complex Variables and Elliptic Equations. — Published
online 12.01.2023. — DOI: 10.1080/17476933.2023.2166498
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Побудова асимптотичних розв’язкiв крайових задач для
сингулярно збурених диференцiально-алгебраїчних систем

Самусенко Петро

psamusenko@ukr.net
Нацiональний технiчний унiверситет України "КПI iменi Iгоря

Сiкорського"

У роботi розглядається двоточкова крайова задача

ε2A(t, ε)
d2x

dt2
= f(x, t, ε), t ∈ [0;T ], (1)

x(0, ε) = x0, x(T, ε) = xT , (2)

де x(t, ε) – шуканий n-вимiрний вектор, A(t, ε) – квадратна матриця n-го
порядку, f(x, t, ε), x0, xT – n-вимiрнi вектори, компонентами яких є дiйснi
або комплекснозначнi функцiї, ε – малий параметр.

Формальний розв’язок задачi (1), (2) шукається у виглядi

x(t, ε) = x(t, ε) + Πx(τ, ε) +Qx(ξ, ε), (3)

де x(t, ε) =
∞∑
s=0

εsxs(t) – регулярна частина асимптотики, Πx(τ, ε) =

=
∞∑
s=0

εsΠsx(τ), τ = t
ε , та Qx(ξ, ε) =

∞∑
s=0

εsQsx(ξ), ξ = t−T
ε , – сингуляр-

на частина асимптотики.
Функцiї x(t, ε), Πx(τ, ε), Qx(ξ, ε) знаходяться стандартними чином, а

саме: пiдставляємо (3) у систему (1) i зрiвнюємо члени, що залежать вiд
t, τ та ξ.

При цьому члени регулярної частини асимптотики визначаються з ал-
гебраїчних систем, а члени сингулярної частини – з вiдповiдних автоном-
них диференцiально-алгебраїчних систем зi сталою матрицею при похiд-
них.

Доведено асимптотичний характер формального розв’язку (3) крайо-
вої задачi (1), (2).

1. Chang K.W., Howes F.A. Nonlinear singular perturbation problems: theory and
applications. – New York: Springer-Verlag, 1984. – 180 p.

2. A. B. Vasil’eva. Two-point boundary value problem for a singularly perturbed
equation with a reduced equation having multiple roots // Computational
Mathematics and Mathematical Physics. – 2009. – 49, № 6. – P. 1021–1032.

3. Samusenko P., Vira M. Asymptotic Solutions of Boundary Value Problem for
Singularly Perturbed System of Differential-Algebraic Equations // Carpathian
Math. Publ. – 2022. – 14 № 1. – P. 49-60.
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Лiнiйна швидкiсть збiжностi алгоритмiв екстраполяцiї з
минулого та операторної екстраполяцiї для варiацiйних

нерiвностей

Семенов Володимир, Харьков Олег

semenov.volodya@gmail.com, olehharek@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Нехай H – дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (1)

де C – непорожня опукла та замкнена пiдмножина простору H, A – опе-
ратор, що дiє з простору H в H. Будемо вважати, що оператор A є лi-
пшицевим на множинi C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C.

Задача (1) – зручна загальна форма запису рiзних задач, що вини-
кають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та машинному на-
вчаннi [1, 2]. Популярними методами апроксимацiї розв’язкiв варiацiйних
нерiвностей (1) є алгоритм екстраполяцiї з минулого [1, 2] та алгоритм
операторної екстраполяцiї [3, 4].

Мета повiдомлення – ознайомити з результатами про лiнiйну швид-
кiсть збiжностi алгоритмiв для задач з операторами, що задовольняють
умову типу узагальненої сильної монотонностi. Для сильно монотонних
та лiпшицевих операторiв подiбнi результати отримано в [2, 5].

Припустимо, що iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiної нерiвностi (1),
а оператор A задовольняє умову

(Ax, x− z) ≥ µ‖x− z‖2 ∀x ∈ C (2)

для деякого µ > 0.
Умова (2) випливає з сильної монотонностi A. Але iснують немонотон-

нi оператори з (2). Наприклад,

Ax = (2− ‖x‖)x, x ∈ C =
{
x ∈ `2 : ‖x‖ ≤ 3

2

}
.

Розглянемо такий варiант алгоритму екстраполяцiї з минулого. Для
x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn:{

yn = PC
(
xn − 1

4LAyn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

4LAyn
)
,

(3)

де PC – оператор метричного проектування на C.
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Має мiсце

Теорема 1. Нехай C – непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, A : H → H – L-лiпшицевий на множинi C опе-
ратор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiної нерiвностi (1) та викону-
ється умова (2). Тодi для породжених алгоритмом (3) послiдовностей
(xn), (yn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 + 1
4 ‖yn − xn+1‖2 ≤

(
1− µ

4L

)n
‖x1 − z‖2 , n ≥ 1.

Розглянемо тепер варiант алгоритму операторної екстраполяцiї. Для
x1 = x0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn:

xn+1 = PC

(
xn − 1

2LAxn −
1

2(L+µ) (Axn −Axn−1)
)
. (4)

Теорема 2. Нехай C – непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, A : H → H – L-лiпшицевий на множинi C опе-
ратор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C задачi (1) та виконується (2). Тодi
для породженої алгоритмом (4) послiдовностi (xn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 ≤
(

1− µ

L+ µ

)n
2‖x1 − z‖2, n ≥ 1.

Зауважимо, що для задачi пошуку нуля µ-сильно монотонного та L-
лiпшицевого оператора A в [5] для алгоритму

xn+1 = xn − 1
8LAxn −

1
8L (Axn −Axn−1)

отримана оцiнка

‖xn+1 − z‖2 ≤
(

1− µ

8L

)n
16384

L2

µ2
‖x1 − z‖2, n ≥ 1.

1. Семенов В. В. Варiацiйнi нерiвностi: теорiя та алгоритми. – Київ: ВПЦ «Ки-
ївський унiверситет», 2021. – 167 с.

2. Gidel G., Berard H., Vincent P., Lacoste-Julien S. A Variational Inequali-
ty Perspective on Generative Adversarial Networks. arXiv preprint
arXiv:1802.10551. 2018.

3. Malitsky Y., Tam M. K. A Forward-Backward Splitting Method for Monotone
Inclusions Without Cocoercivity. SIAM J. on Optim. 2020. Vol. 30. P. 1451–1472.

4. Semenov V. V., Denisov S. V., Sandrakov G. V., Kharkov O. S. Convergence
of the Operator Extrapolation Method for Variational Inequalities in Banach
Spaces. Cybernetics and Systems Analysis. 2022. Vol. 58. Issue 6. P. 740–753.

5. Mokhtari A., Ozdaglar A., Pattathil S. A unified analysis of extra-gradient and
optimistic gradient methods for saddle point problems: proximal point approach.
arXiv preprint arXiv:1901.08511. 2019.
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Наближення iнтерполяцiйними тригонометричними
полiномами на класах диференцiйовних у сенсi Вейля–Надя

функцiй з високим показником гладкостi

Сердюк Анатолiй, Соколенко Iгор

serdyuk@imath.kiev.ua, sokol@imath.kiev.ua
Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних функцiй зi
стандартними нормами ‖ · ‖C i ‖ · ‖p. Нехай, далi, W r

β,p, r > 0, β ∈ R,
1 ≤ p ≤ ∞, — класи 2π-перiодичних функцiй f , що зображуються у
виглядi згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(x− t)Br,β(t)dt, a0 ∈ R, (1)

з ядрами Вейля-Надя Br,β(t) =
∞∑
k=1

k−r cos
(
kt−βπ2

)
, r>0, β∈R, функцiй

ϕ, що задовольняють умову ϕ ∈ B0
p =

{
h ∈ Lp : ‖h‖p ≤ 1,

π∫
−π

h(t)dt = 0
}
.

КласиW r
β,p називають класами Вейля–Надя, а функцiю ϕ в зображен-

нi (1) позначають через frβ i називають (r, β)-похiдною в сенсi Вейля–Надя
функцiї f .

При довiльних 1 ≤ p ≤ ∞, r > 1/p, β ∈ R мають мiсце вкладення
W r
β,p ⊂ C.
Якщо r ∈ N i β = r, то функцiї Br,β(t) є вiдомими ядрами Бернуллi, а

вiдповiднi класи W r
β,p збiгаються з вiдомими класами W r

p 2π-перiодичних
функцiй f , якi мають абсолютно неперервнi похiднi до (r− 1)-го порядку
включно i такi, що ‖f (r)‖p ≤ 1. При цьому майже скрiзь виконується
рiвнiсть f (r)(·) = frβ(·).

Нехай f ∈ C. Через S̃n−1(f ;x) позначатимемо тригонометричний
полiном порядку n− 1, що iнтерполює f(x) у рiвномiрно розподiлених
вузлах x

(n−1)
k = 2kπ

2n−1 , k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x
(n−1)
k ) = f(x

(n−1)
k ), k ∈ Z.

Розглядається задача про дослiдження поведiнки величин

Ẽn(W r
β,p;x) = sup

f∈W r
β,p

∣∣∣f(x)− S̃n−1(f ;x)
∣∣∣ ,

для довiльних x ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R, при високих показниках
кладкостi r (r − 1 ≥

√
n).

Має мiсце таке твердження.
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Теорема 1. Нехай x ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R i n ∈ N \ {1}. Тодi для всiх
r ∈ R таких, що

r − 1 ≥
√
n,

при p = 1 має мiсце формула

Ẽn(W r
β,1;x) =

∣∣∣∣sin (2n− 1)x

2

∣∣∣∣n−r ( 2

π(1− e−r/n)
+O(1)δr,n

)
,

а при 1 < p ≤ ∞ — формула

Ẽn(W r
β,p;x) =

∣∣∣∣sin (2n− 1)x

2

∣∣∣∣n−r×
×
(

2‖ cos t‖p′
π

F
1
p′

(
p′

2
,
p′

2
; 1; e−2r/n

)
+O(1)δr,n

)
,

1

p
+

1

p′
= 1,

де F (a, b; c; z) — гiпергеометрична функцiя Гаусса:

F (a, b; c; z) = 1 +

∞∑
k=1

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, (x)k := x(x+ 1)(x+ 2)...(x+ k − 1),

δr,n =


n

r2
,

√
n+ 1 ≤ r ≤ n+ 1,

r

n2
e−r/n, n+ 1 ≤ r ≤ n2,

e−r/n r ≥ n2.

а O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi вiдносно всiх розглядуваних па-
раметрiв.

Теорема 1 є iнтерполяцiйним аналогом теореми 1 з [1] та теорем 1 i 2
з [2] для наближення сумами Фур’є функцiй з класiв W r

β,p в рiвномiрнiй
метрицi.

Виконано за часткової фiнансової пiдтримки за проєктами H2020-MSCA-
RISE-2019, project number 873071 (SOMPATY: Spectral Optimization: From Mathe-
matics to Physics and Advanced Technology) та VolkswagenStiftung project "From
Modeling and Analysis to Approximation".

1. Serdyuk A.S., Sokolenko I.V., Approximation by Fourier sums in classes of di-
fferentiable functions with high exponents of smoothness // Methods of Functi-
onal Analysis and Topology. – 2019. – Vol. 25, №4. – P. 381–387.

2. Сердюк А.С., Соколенко I.В. Наближення сумами Фур’є на класах дифе-
ренцiйовних у сенсi Вейля—Надя функцiй iз високим показником гладко-
стi // Український математичний журнал. – 2022. – Т. 74, № 5. – С. 685–700.
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Операторне рiвняння з дводiагональними операторами у
просторах послiдовностей комплексних чисел

Симотюк Михайло

mykhailo.m.symotiuk@gmail.com
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Нехай (nk)∞k=1 ⊂ N – неспадна послiдовнiсть, (Nk)∞k=1 – така послiдов-
нiсть, що Nk := n1 + . . . + nk, k ∈ N. Через (λj,k)∞k=1, j = 1, . . . , p, p ≥ 2,
позначимо такi послiдовностi комплексних чисел, що виконуються оцiнки

C1k
ω ≤ |λj,k| ≤ C2k

ω, j = 1, . . . , p, k ∈ N, (1)

де C1, C2, ω – додатнi сталi, що не залежать вiд k. Нехай l′ – простiр усе-
можливих послiдовностей u = (uk1,...,kp) ⊂ C, занумерованих p натураль-
ними iндексами k1, . . . , kp. Для кожного j = 1, . . . , p через Aj позначимо
лiнiйний оператор Aj : l′ → l′, який дiє на u ∈ l′ за j-компонентою i ця
дiя визначається рiвностями

Ajuk1,...,kj ,...,kp =


λj,m(kj)uk1,...,kj ,...,kp + uk1,...,kj+1,...,kp ,

якщо Nm(kj)−1 < kj < Nm(kj),
λj,m(kj)uk1,...,kj ,...,kp , якщо kj = Nm(kj),

де m(kj) ∈ N – єдине число таке, що kj ∈ (Nm(kj)−1;Nm(kj)] (тут N0 := 1).
Доповiдь присвячено викладу результатiв, отриманих при дослiдженнi

розв’язностi рiвняння

L(A1, . . . , Ap)u ≡
∑
|s|≤n

asA
s1
1 . . . Aspp u = f + εΦ(u), (2)

у якому as ∈ C, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1+. . .+sp ≤ n, f ∈ l′, Φ : l′ → l′

– деяке нелiнiйне вiдображення, ε – досить мале число. На пiдставi прин-
ципу стискуючих вiдображень [1] встановлено iснування розв’язку рiвнян-
ня (2), якщо нелiнiйний оператор Φ є обмеженим, має обмежену похiдну;
iснують сталi C3 > 0, γ ≥ 0 такi, що nk ≤ C3k

γ1 для всiх k ∈ N; модулi
визначникiв матриць, породжених тензорними добутками степенiв жор-
данових клiток J(λj,kj , nkj ) порядку nkj , j = 1, . . . , p, та лiвою частиною
рiвняння (2), допускають степеневу (стосовно k1 + . . .+ kp) оцiнку знизу;
виконуються оцiнки (1); ε – досить мале число.

1. Пташник Б. И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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Методика навчання розв’язування систем iррацiональних
рiвнянь на факультативних заняттях в ЗЗСО

Сiкора Вiра, Зозуляк Iрина

v.sikora@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Вивчення iррацiональностей в ЗЗСО розпочинається у 8 класi пiсля
введення поняття квадратного кореня та продовжується в 10-11 класах
пiд час вивчення iррацiональних рiвнянь, нерiвностей та їх систем [1], [2].
Проте ця тема настiльки велика, що пiд час урокiв вчителю математики
в ЗЗСО з академiчним рiвнем вивчення математики не завжди вистачає
часу розглянути всi можливi види таких рiвнянь та способи їх розв’язу-
вання. Часто цього й не потрiбно – основна частина учнiв такого класу
засвоює знання на базовому рiвнi. Проте з учнями, котрi цiкавляться ма-
тематикою та мають достатнiй та високий рiвнi навчальних досягнень,
варто запропонувати бiльш глибоке вивчення даної теми пiд час факуль-
тативних занять з математики в 10 чи 11 класi. Насамперед, на наш по-
гляд, це варто робити, оскiльки в тестах ЗНО та НМТ останнiх рокiв є
досить багато завдань, пов’язаних з iррацiональними рiвняннями чи не-
рiвностями. При цьому вони часто зустрiчаються в третiй та четвертiй
(тобто найскладнiших) частинах ЗНО та НМТ останнiх рокiв [3].

При пiдготовцi молодого вчителя до таких занять радимо користува-
тися наступними методичними порадами. Насамперед доцiльно обов’яз-
ково нагадати учням визначення iррацiонального числа та iррацiональ-
ного виразу, розв’язати кiлька прикладiв на обчислення та перетворення
iррацiональних виразiв, звернути увагу на особливостi роботи з ними.
Далi переходимо до розгляду найпростiших iррацiональних рiвнянь та їх
систем. До прикладу, { √

x+ y = 2023,
2x−√y = 2024.

При цьому обов’язково звертаємо увагу на рiзнi методи розв’язування
iррацiональних рiвнянь та їх систем (метод замiни змiнної, метод пiдне-
сення до квадрата, метод дiлення, метод видiлення множникiв, викори-
стання властивостей функцiй, якi присутнi у рiвняннях, графiчний метод
тощо), практикуючи поступове ускладнення завдань: поступово розгля-
даємо складнiшi завдання – системи iррацiональних рiвнянь не тiльки вiд
однiєї, але й вiд декiлькох змiнних; з трьома та бiльше iррацiональностя-
ми рiзного степеня; рiвняння та їх системи, у яких присутнi не тiльки
радикали, але й iншi трансцендентнi вирази.

Наприклад, цiкавою та досить складною з першого погляду для учнiв
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може виявитися система з параметром
√
x+ y +

√
y + z = 1968,√

y + z +
√
z + x = 2023,√

z + x+
√
x+ y = 55 + a,

до якої поставлене завдання знайти найменше цiле значення параметра
a, коли така система матиме розв’язки. Проте замiна змiнних

√
x+ y = u,√

y + z = v,
√
z + x = w дозволить звести цю систему до лiнiйної вiд трьох

змiнних. Аналiзуючи з учнями отриманi результати, одержуємо потрiбне
значення параметра a = 0.

Незважаючи на те, що факультативнi заняття не передбачають до-
машнього завдання, ми практикуємо завдання для самостiйного опрацю-
вання вдома для тих, хто зацiкавився вказаною тематикою. При цьому
досвiд показує, що задачi з реального життя, якi вимагають розв’язуван-
ня iррацiонального рiвняння чи системи, зацiкавлюють учнiв, сприяють
розвитку їх мислення та удосконалюють навички роботи з подiбними зав-
даннями.

Досить часто, при наявностi достатньої кiлькостi учнiв, якi вiдвiдують
факультативнi заняття, зручним є розподiл учнiв на групи та надання
їм спiльного завдання. Це сприяє спiвпрацi та обмiну iдеями, вчить їх
дослухатися до iншої точки зору, знаходити правильнi алгоритми.

Цiкавим на наш погляд є використання рiзних математичних програм
(наприклад, MATLAB, Wolfram Mathematica, онлайн-калькулятори) для
розв’язування складних систем iррацiональних рiвнянь.

Також слiд перiодично проводити тести або давати оцiнювальнi завда-
ння для перевiрки рiвня засвоєння матерiалу учнями, а пiсля завершення
вивчення певного методу обговорити всi важливi моменти, звернути увагу
учнiв на допущенi помилки. Загалом, iррацiональнi рiвняння та їх систе-
ми – це досить об’ємна, цiкава i важлива тема в курсi математики ЗЗСО.
Кожен вид таких рiвнянь чи їх систем можна розв’язувати за допомогою
використання та поєднання рiзних методiв.

1. Мерзляк А.Г. Алгебра: пiдручник для 8-го класу ЗНЗ з поглибленим вивче-
нням математики / А.Г. Мерзляк, В.Б. Полонський, М.С. Якiр. – Харкiв:
Гiмназiя, 2021. – 384 с. – URL: https://cutt.ly/18CX1za

2. Iстер О.С. Алгебра i початки аналiзу: (профiл. рiвень): пiдруч. для 10-го
кл. закл. заг. серед. освiти / О.С. Iстер, О.В. Єргiна. – Київ: Генеза, 2018.
– 448 с. – URL: https://cutt.ly/c8BSyzl

3. Офiцiйнi звiти / Український центр оцiнювання якостi освiти. – URL:
https://testportal.gov.ua/ofzvit/
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Про одну сингулярну функцiю з складною локальною будовою
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Нехай s— натуральне число бiльше одиницi, (ξn) — послiдовнiсть неза-
лежних дискретно розподiлених випадкових величин, якi набувають зна-
чень 0, 1, ..., s − 1 з ймовiрностями p0n, p1n, ..., p(s−1)n вiдповiдно, (an) —
спадна послiдовнiсть додатних чисел така, що limn→+∞

an+1

an
= q < 1.

Розглянемо випадкову величину ξ =
∑+∞
n=1 ξnan. За теоремою Джессена-

Вiнтнера [2] розподiл ξ є чистим, тобто дискретним або абсолютно непе-
рервним або сингулярним. За теоремою Левi [3] розподiл ξ є дискретним
тодi i тiльки тодi, коли

+∞∏
n=1

max{p0n, p1n, ..., p(s−1)n} > 0.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi (an), що задовольняє вище вка-
занi умови iснує послiдовнiсть стохастичних векторiв (p0n, p1n, ..., p(s−1)n)
така, що функцiя Fξ(x) є сингулярною та строго зростаючою на вiдрiз-
ку [0;

∑+∞
n=1 an].

Якщо an = λn для кожного натурального n, причому λ < 1
s , то добре

вiдомо [1], що розподiл ξ є або дискретним або сингулярним розподiлом
канторiвского типу.

Теорема 2. Якщо an = 1
mn для кожного натурального n, причому m >

s,m ∈ N , то iснує послiдовнiсть стохастичних векторiв (p0n, p1n, ..., p(s−1)n)
така, що функцiя Fξ(x) є абсолютно неперервною та строго зростаю-
чою на вiдрiзку [0;

∑+∞
n=1 an].

1. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, рас-
пределения. – Киев: Наук. думка, 1992. – 208 с.

2. Jessen B., Wintner A. Distribution function and Riemann Zeta-function.
Trans.Amer.Math.Soc. – 1935. – №38. – P.48–88.

3. Levy P. Sur les sries don’t les termes sont des variables independantes // Studia
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STEM-освiта: професiйний розвиток педагога
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Перехiд до iнновацiйної освiти європейського рiвня передбачає пiдго-
товку педагога нової iнтеграцiї, здатного до сучасних умов органiзацiї
навчально-виховного процесу, соцiальної мобiльностi, використання су-
часних iнновацiйних технологiй навчання. Суспiльство соцiально замов-
ляє випускникiв, якi оберуть професiї IТ-фахiвцiв, програмiстiв, iнже-
нерiв. Вони, в майбутньому, мають стати професiоналами високо техно-
логiчних виробництв, фахiвцями нанотехнологiй. Це покликана зробити
STEM-освiта, головна мета якої полягає в реалiзацiї державної полiтики
з урахуванням нових вимог Закону України "Про освiту"щодо посилення
розвитку науково-технiчного напряму в навчально-методичнiй дiяльностi
на всiх освiтнiх рiвнях.

STEM-освiта - категорiя, яка визначає вiдповiдний педагогiчний про-
цес (технологiю) формування i розвитку розумово-пiзнавальних i творчих
якостей майбутнiх фахiвцiв, рiвень яких визначає конкурентну спрямо-
ванiсть на сучасному ринку працi.

STEM-навчання реалiзується шляхом STEM-компетентностей. У кон-
текстi пiдготовки майбутнiх педагогiв STEM-компетентностi розгляда-
ють як динамiчну систему знань, цiнностей та особистiсних якостей, якi
визначають здатнiсть до iнновацiйної дiяльностi. Готовнiсть до розв’язан-
ня комплексних завдань, критичне мислення, креативнiсть, органiзацiйнi
здiбностi, умiння працювати в командi, емоцiйний iнтелект. Оцiнювання
i прийняття рiшень, здатнiсть до ефективної взаємодiї, умiння домовля-
тися, когнiтивна гнучкiсть [1].

Дослiдження питань професiйної компетентностi вчителя не є новим у
науково-методичнiй лiтературi. Загальнi аспекти даної проблеми розгля-
дали В. Адольф, В. Бєлий, I. Зимня, В. Кремень, Н. Кузьмiна, В. Саюк,
А. Шуканова та iн.

Завданням вчителя виступають взаємодiї за лiнiями: учитель - учень
(спiвпраця вчителя i учнiв на уроцi та в позаурочний час); учитель -
адмiнiстрацiя навчального закладу; учитель - батьки (включення батькiв
у позаурочнi форми роботи з учнями, зокрема спостереження за тру-
довою дiяльнiстю батькiв, соцiологiчнi дослiдження родини як суб’єкта
ринкової економiки, допомога у виконаннi домашнiх завдань тощо). Не-
вiд’ємною складовою професiйної компетентностi є взаємодiя вчителiв-
предметникiв (фiзика, математика, iнформатика, хiмiя, бiологiя тощо)
через побудову мiжпредметних зв’язкiв [2].

Серед рiзних видiв компетенцiй, якими повиннi володiти вчителi мо-
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жна видiлити саме тi, що характеризують їх готовнiсть до iнновацiйних
перетворень: вмiння використовувати новi iдеї та iнновацiї для досягнен-
ня мети; знання щодо використання всього нового (наприклад, сучасних
засобiв i обладнання); упевненiсть у позитивному ставленнi суспiльства
до нововведень; наполегливiсть; iнiцiативнiсть у прийняттi рiшень; пер-
сональна вiдповiдальнiсть; здатнiсть до командної роботи; спроможнiсть
йти на компромiс та до розв’язання конфлiктiв.

Отже, професiйна компетентнiсть вчителя у системi навчання STEM є
якiстю особистостi, яка характеризує рiвень його iнтеграцiї у iнновацiйне
науково-технiчне середовище; передбачає певний вiдхiд вiд традицiйного
процесу формування вузького спецiалiста та визначається необхiднiстю
розвитку багатопрофiльного фахiвця. Таким чином, в умовах впровадже-
ння STEM - освiти в Українi все бiльше зростає потреба у пiдготовцi висо-
коквалiфiкованого, креативного, творчого вчителя, котрий володiє своїм
предметом, готовий пiдвищувати рiвень своїх професiйних знань, обiзна-
ний з питань функцiонування педагогiчної системи загальноосвiтнього
навчального закладу, може забезпечити умови для iнтеграцiї передових
iдей та iнновацiйних технологiй; органiзувати науководослiдну дiяльнiсть
учнiв, шляхом створення динамiчної системи взаємозв’язкiв з оточуючим
середовищем, що сприяє поглибленню знань, формуванню соцiального до-
свiду дитини, розширенню та розвитку її iнтелектуальних пiзнавальних
iнтересiв та творчих здiбностей.

1. Гончарова Н.О. Професiйна компетентнiсть учителя в системi навчання
STEM // Науковi за-писки Малої академiї наук України: зб. наук праць.
– К. : Iнститут обдарованої дитини НАПН України, 2015. – Вип. 7. – С.
141–148.

2. Шуканова А.А. Функцiональна структура професiйної компетентностi вчи-
теля географiї в системi неперервної освiти // Проблеми сучасного пiд-
ручника: зб. наук. праць. – К.: Педагогiчна думка, 2011. – Вип. 11. – С.
740-746.
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Iнновацiйна компетентнiсть як професiйно важлива риса
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В умовах модернiзацiї української освiти дiяльнiсть сучасного вчите-
ля постiйно змiнюється та наповнюється новим змiстом. Реформи в освiтi
ставлять перед вчителями новi вимоги - ефективно виконувати професiй-
нi функцiї в умовах iнновацiйного режиму. Компетентнiсть є результатом
освiти, самоосвiти i саморозвитку педагога. Вона визначається досвiдом
та iндивiдуальною здатнiстю людини, її прагненням до безперервної са-
моосвiти й самовдосконалення, творчим ставленням до працi.

Математика i математична освiта в сучасних умовах вiдiграють осо-
бливу роль у формуваннi компетентної особистостi, здатної до самовдо-
сконалення та самоосвiти протягом життя. Формувати таку особистiсть
може лише компетентний учитель математики.

Бiльшiсть проблем, що постають перед вчителями, якi працюють в
iнновацiйному режимi, пов’язанi з низькою iнновацiйною компетентнi-
стю. Як один iз важливих компонентiв професiйної готовностi, iннова-
цiйна компетентнiсть є передумовою ефективної дiяльностi вчителя, ма-
ксимальної його реалiзацiї та розкриття творчого потенцiалу.

Поняття "iнновацiйна компетентнiсть"трактується крiзь систему мо-
тивiв, знань, умiнь, навичок, особистiсних якостей педагога, що забезпе-
чує здiйснення ним усiх етапiв iнновацiйної професiйної дiяльностi: вiд
моделювання i прогнозування до впровадження нововведення. Аналiз су-
тностi цього поняття передбачає наявнiсть iнновацiйного сприйняття су-
б’єкта: сприйняття власних iнновацiй i взагалi новацiй або вiдкриттiв,
здатнiсть побачити елементи нового у вiдносно сталому та запропону-
вати принципово нове вирiшення проблеми. Iнновацiйна компетентнiсть
педагога структурно повинна охоплювати зовнiшнi (мета, засоби, об’єкт,
суб’єкт, результат) i внутрiшнi (мотивацiя, змiст, операцiї) компоненти
здiйснення iнновацiйної дiяльностi.

С. Раков увiв поняття математичної компетентностi вчителя матема-
тики як "умiння бачити та застосовувати математику в реальному жит-
тi, розумiти змiст i метод математичного моделювання, вмiння будувати
математичну модель, дослiджувати її методами математики, iнтерпрету-
вати отриманi результати, оцiнювати похибку обчислень".

О. Проценко та С.Юрочко виокремили найбiльш характернi ознаки iн-
новацiйної компетентностi педагога, до яких, на думку авторiв, належать:
1) особистiсна спрямованiсть фахiвця на освоєння нового, готовнiсть до
змiн в способах професiйної дiяльностi; 2) суб’єктнiсть цiлепокладання,
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цiлездiйснення i самореалiзацiї; 3) чiткiсть професiйної позицiї, усвiдом-
лення соцiальної значимостi iнновацiй, включення у соцiальну творчiсть;
4) вiдповiднiсть складу компетентностi структурi iнновацiйної дiяльно-
стi; 5) ефективнiсть способiв реалiзацiї системи знань, умiнь, навичок на
всiх етапах iнновацiйного процесу; 6) здатнiсть до творчого пiдходу у ви-
рiшеннi професiйних задач; 7) цiлiснiсть всiєї сукупностi компетенцiй у
складi iнновацiйної компетентностi фахiвця як системного утворення; 8)
високий рiвень професiоналiзму фахiвця, що ґрунтується на осмисленнi
та самовдосконаленнi його професiйного досвiду [4].

Таким чином iнновацiйна компетентнiсть вчителя проявляється в онов-
лених, бiльш ефективних формах, способах, методах й, вiдповiдно, якiсно
нових результатах навчально-виховної дiяльностi, якi отриманi внаслiдок
реалiзацiї iнновацiй.

Дослiджуючи природу формування iнновацiйної компетентностi суча-
сного вчителя математики, можна дiйти до висновку, що до чинникiв
такого формування належать: готовнiсть вчителя до iнновацiї, крити-
чнiсть мислення, наявнiсть ресурсiв для реалiзацiї нововведень, творча
уява, здатнiсть до рефлексiї та мотивацiйно-цiннiсне ставлення до про-
фесiйної дiяльностi.

1. Вєнцева Н.О., Карапетрова О.В. Iнновацiйна компетентнiсть як складова
професiйної дiяльностi сучасного педагога. Вiсник унiверситету iменi Аль-
фреда Нобеля. Серiя "Педагогiка i психологiя". педагогiчнi науки. 2022. №
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Дослiдження збiжностi операторних рядiв
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природокористування, Рiвне

Нехай E – довiльний банаховий простiр i L(E,E) – банаховий простiр
лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у просторi E.

Однiєю з основних задач теорiї операторних рядiв є задача про збiж-
нiсть рядiв вигляду

∞∑
n=1

An, (1)

де An ∈ L(E,E), n ∈ N.
Цiй задачi придiлено увагу в монографiях [1], [2], статтях [3]–[9] та

iнших працях.
Навiть з’ясування умов збiжностi простих операторних рядiв

∞∑
n=1

An i
∞∑
n=1

n−A,

A ∈ L(E,E) (цi ряди збiгаються лише у випадках r(A) < 1 i σ(A) ⊂ {λ ∈
C : Reλ > 1} вiдповiдно, де r(A) i σ(A) – спектральний радiус i спектр
оператора A), не є тривiальною задачею [2].

Множина всiх лiнiйних неперервних операторiв немає природної впо-
рядкованостi, як множина дiйсних чисел. Тому для операторних рядiв
вiдсутнi ознаки, аналогiчнi ознакам порiвняння, що суттєво ускладнює
дослiдження збiжностi цих рядiв i вимагає розробки таких методiв до-
слiдження збiжностi рядiв, яких немає в теорiї числових рядiв.

Для дослiдження операторних рядiв в [1]–[9] застосовуються методи
функцiонального аналiзу та теорiї стiйкостi розв’язкiв рiзницевих рiвнянь
у банаховому просторi.

Навiть отримання операторних аналогiв ознак д’Аламбера i Кошi є не-
тривiальною задачею. Не використовуючи основнi поняття i методи теорiї
лiнiйних операторiв та теорiї стiйкостi розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь,
неможливо сформулювати цi аналоги й обґрунтувати їх [3], [4]. Побудова
цих аналогiв для (1) у випадку нескiнченновимiрних банахових просторiв
супроводжується отриманням нових результатiв, яких немає у випадку
числових рядiв [2]–[4]. Складнiше отримуються операторнi аналоги ознак
Раабе, Бертрана [5], Абеля та Дiрiхле [6].

Вiдсутнiсть у банаховому просторi в загальному випадку властивостi
впорядкованої множини не дозволяє використовувати умову монотоннос-
тi функцiй, що в ознаках Абеля та Дiрiхле є суттєвою. Замiсть таких
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функцiй можна використовувати функцiї з обмеженою змiною, що роз-
ширює множину застосовностi тверджень типу теорем Абеля та Дiрiхле
[6].

Вагоме мiсце в [2] займають загальна iнтегральна ознака збiжностi
числових рядiв, члени яких можуть бути комплексними, векторних рядiв
i, зокрема, операторних рядiв, що застосовна до дослiдження на збiж-
нiсть довiльних рядiв [7], [8], а також диференцiальна ознака збiжностi
операторних рядiв [9], що в багатьох випадках простiше застосовується
до рядiв, нiж iншi ознаки.

Наведено застосування операторних рядiв до розв’язання задач, пов’я-
заних iз встановленням загальної теореми про дихотомiю розв’язкiв лiнiй-
них рiзницевих рiвнянь [10], iз знаходженням загального вигляду лiнiйних
c-неперервних рiзницевих операторiв та зображення обмежених розв’яз-
кiв вiдповiдних лiнiйних рiвнянь [11] та побудовою одного класу квазi-
нiльпотентних операторiв [12].
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Особливостi структури розв’язку системи сингулярно збурених
диференцiальних рiвнянь для побудови рiвномiрної

асимптотики

Собчук Валентин, Зеленська Iрина

Kopchuk@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Рiвняння типу Орра-Зоммерфельда вiдiграють важливу роль у рiзних
областях фiзики, хiмiї та математики, сприяючи розвитку теоретичних
моделей та розумiнню властивостей фiзичних систем у квантовiй меха-
нiцi, квантовiй хiмiї, гiдродинамiцi при вивченнi особливостi ламiнарних
течiй рiдин тощо. Аналiз сучасної наукової лiтератури, присвяченої до-
слiдженням систем сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з ди-
ференцiальною точкою звороту [1] вказує на те, що фундаментальнi ре-
зультати у побудовi рiвномiрної асимптотики розв’язку для задач такого
типу наразi не отриманi.

Постановка задачi
Для системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь

εY ′(x, ε)−A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (1)

де A(x, ε) має таку структуру

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

а A0(x) i A1 матрицi вигляду

A0(x) =

 0 0 0
0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

методом iстотно особливих функцiй [2] побудуємо рiвномiрну асимпотику
розв’язку на вiдрiзку [0, l], включаючи i точку звороту x = 0.

Сингулярно збурена задача (1) дослiджувалась за таких умов:
С 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].
С 2. a(x) = xã(x), ã(x) 6= 0, b(x) 6= 0.
Дослiдження показали, що структура розв’язку при побудовi рiвномiр-

ної асимптотики iстотно залежить вiд знакiв коефiцiєнтiв. Тому необхiдно
розрiзняти 4 випадки розташування знакiв цих функцiй:

ã(x) > 0, b(x) < 0, xε[0, 1].

ã(x) > 0, b(x) > 0, xε[0, 1].

ã(x) < 0, b(x) > 0, xε[0, 1].
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ã(x) < 0, b(x) < 0, xε[0, 1].

Згiдно методу iстотно особливих функцiй, необхiдною умовою розши-
рення задачi є справедливiсть спiввiдношення

Ỹk(x, t, ε)|t=ε−p·ϕ(x) ≡ Yk(x, ε). (2)

Видiлимо таку множину функцiй, в якiй розширена задача (2) буде
регулярно збуреною вiдносно малого параметра. Для цього розглянемо
множини (пiдпростори) функцiй

Ỹ (x, t, ε) =

2∑
i=1

Dik(x, t, ε) + fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ′(t) + ωk(x, ε)

2∑
i=1

Dik(x, t, ε) =

 αi1(x, ε)
αi2(x, ε)
αi3(x, ε)

Uk(t) + εγ

 βi1(x, ε)
βi2(x, ε)
βi3(x, ε)

Uk
′(t)

U ′′(t)± tU(t) = 0, ψ′′(t) + tψ(t) = 1.

Формальний розв’язок системи (1) має вигляд

Ỹk(x, t, ε) = Ỹhom(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε), (3)

де Ỹhom.(x, t, ε) – розв’язок однорiдної системи, а Ỹ part.(x, t, ε) – частинний
розв’язок, вiдповiдно, неоднорiдної системи, тобто

Ỹk(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[[
2∑
i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3 βikr(x)U ′i(t)

]]
+ ωkr(x)

]
+ (4)

+

∞∑
r=−2

µr
[
fkr(x)ζ(t) + ε

1
3 gkr(x)ζ ′(t)

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x),

де ζ(t) = ψ(t) у випадку ã(x) > 0.

1. Бобочко В.М., М.О. Перестюк М.О. Асимптотичне iнтегрування рiвняння
Лiувiлля з точками звороту. – К.: Наукова думка, 2002. – 310 с.

2. Valentyn Sobchuk V., Laptiev O., Zelenska I. Algorithm for solution of systems
of singularly perturbed differential equations with a differential turning point
// Bulletin of the Polish Academy of Sciences: Technical Sciences. – 2023 – 71,
№3. – P. Article number: e145682 DOI: 10.24425/bpasts.2023.145682
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Про оцiнки похибки апроксимацiї розв’язкiв
одновимiрних крайових задач широкого класу

Солдатов Вiталiй

soldatovvo@ukr.net, soldatov@imath.kiev.ua
Iнститут математики НАН України

Доповiдь присвячена оцiнкам похибок, якi виникають при апроксима-
цiї розв’язкiв крайової задачi вигляду

Ly(t) ≡ y(r)(t) +

r∑
l=1

Ar−l(t) y
(r−l)(t) = f(t) для м.в. t ∈ [a, b], (1)

By = q. (2)

Тут довiльно вибрано числа r,m ∈ N, a, b ∈ R, де a < b, правi части-
ни Ar−l ∈ (L1)m×m, f ∈ (L1)m, q ∈ Crm i лiнiйний неперервний опера-
тор B : (C(r−1))m → Crm. Розв’язок y розглядається як вектор-функцiя
з простору Соболєва (W r

1 )m. Таку крайову задачу називаємо загальною
з огляду на широке використання цього термiну у випадку r = 1. Усi
функцiональнi простори є комплексними i заданими на [a, b].

Припускаємо, що крайова задача (1), (2) має єдиний розв’зок y класу
(W r

1 )m для будь-яких f ∈ (L1)m i q ∈ Crm.
Розглянемо послiдовнiсть загальних крайових задач вигляду

Lk yk(t) ≡ y(r)
k (t) +

r∑
l=1

Ar−l,k(t) y
(r−l)
k (t) = f(t) для м.в. t ∈ [a, b], (3)

Bk yk = q, (4)

залежних вiд k ∈ N i таких, що для довiльних правих частин f ∈ (L1)m i
q ∈ Crm кожна задача має єдиний розв’язок yk ∈ (W r

1 )m, причому yk → y
в (W r

1 )m при k → ∞. Отже, тут усi Ar−l,k ∈ (L1)m×m, а кожне Bk є
лiнiйним неперервним оператором на парi просторiв (C(r−1))m i Crm.

Явний приклад такої послiдовностi у класi багатоточкових крайових
задач побудовано в [1, Теорема 1].

Нехай правi частини крайових задач (3), (4) залежать вiд параметра
k, тобто

Lk xk(t) = fk(t) для м.в. t ∈ [a, b], Bk xk = qk, (5)

де fk ∈ (L1)m, qk ∈ Crm, а xk ∈ (W r
1 )m. Дамо оцiнки похибки xk − y

апроксимацiї розв’язку стартової крайової задачi (1), (2) у нормованих
просторах (W r

1 )m i (C(r−1)m.
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Теорема 1. Нехай ε > 0 i %̂ ∈ N. Припустимо, що правi частини кра-
йових задач задовольняють умови

‖fk − f, (L1)m‖ < ε i ‖qk − q,Crm‖ < ε при k ≥ %̂. (6)

Тодi iснують числа κ > 0 i % ≥ %̂ такi, що

‖xk − y, (W r
1 )m‖ < κ ε при k ≥ %.

Число κ можна вибрати незалежним ε, %̂, f , q, fk, i qk, а число % — вiд
fk and qk.

Позначимо через F i Fk первiснi функцiй f i fk на вiдрiзку [a, b], пiд-
порядкованi умовам F (a) = 0 i Fk(a) = 0.

Теорема 2. Нехай ε > 0 i %̂ ∈ N. Припустимо, що

‖Fk − F, (C(0))m‖ < ε i ‖qk − q,Crm‖ < ε при k ≥ %̂. (7)

Крiм того, припустимо, що

σ := sup
{
‖Bk : (C(r−1))m → Crm‖ : k ≥ %̂

}
<∞.

Тодi iснують числа κ > 0 i % ≥ %̂ такi, що

‖xk − y, (C(r−1))m‖ < κ σ ε при k ≥ %. (8)

Число κ можна вибрати незалежним вiд ε, %̂, σ, f , q, i крайових задач
(5) (тобто κ залежить тiльки вiд L i B), а % — вiд fk та qk.

Зауважимо, що умова (7) слабша, нiж (6), а норма в C(r−1) слабша за
норму в W r

1 .
Число κ в (8) можна подати явно. Якщо r = 1, то можна взяти

κ := (c1 + c2)λ+ c1c2 + 1, (9)

де

c1 := 1 + ‖Y, (C(0))m×m‖ · ‖[BY ]−1,Cm×m‖,
c2 := 2 + ‖Y, (C(0))m×m‖ · ‖Y −1, (C(0))m×m‖ · ‖A, (L1)m×m‖,

λ := ‖B : (C(0))m → Cm‖−1.

Тут Y позначає матрицант диференцiальної системи

Ly(t) ≡ y′(t) +A(t)y(t) = f(t),
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вiднесений до точки t = a, а [BY ] — квадратна матриця порядку m,
кожний стовпець якої є результатi дiї оператора B на стовпець матрицi
Y з тим же номером. При цьому норми вектор-функцiй дорiвнюють сумi
норм їх компонентiв, а норми матричних функцiй — сумi норм їх стовпцiв.

Якщо r ≥ 2, то число κ можна означити за формулою (9), де

c1 := 1 + ‖V, (C(0))rm×rm‖ · ‖[BV ◦]−1,Crm×rm‖,
c2 := 2 + ‖V, (C(0))rm×rm‖ · ‖V −1, (C(0))rm×rm‖×

×(b− a+ ‖Ar−1, (L1)m×m‖),
λ := ‖B : (C(r−1))m → Crm‖−1.

Тут, V позначає матрицант системи (1), зведеної до першого порядку,
вiднесений до точки t = a. Крiм того, V ◦ — матриця-функцiя розмiрностi
m×rm, утворена першими m рядками V , а [BV ◦] означається аналогiчно
[BY ].

Для випадку, коли кожна задача (5) є багатоточковою, цi теореми до-
ведено в [1].

Для iншого класу одновимiрних крайових задач, розв’язних у просторi
(C(n))m, оцiнки похибки апроксимацiї розв’язкiв отриманi в [2].

1. Murach A.A., Pelekhata O.B., Soldatov V.O. Approximation properties of
solutions to multipoint boundary-value problems // Ukrainian Math. J. –
2021. – V. 73, no. 3. – P. 399–413. (arXiv:2012.15604)

2. Masliuk H., Pelekhata O., Soldatov V. Approximation properties of multipoint
boundary-value problems // Methods Funct. Anal. Topology – 2020. – V. 26,
no. 2. – P. 119—125.
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Створення GUI для власної .NET-мови програмування Vlang

Сопронюк Тетяна, Дробот Андрiй

t.sopronyuk@chnu.edu.ua, drobot.andrii@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iмнi Юрiя Федьковича

У данiй роботi розглядається процес створенння мовного процесора
та GUI для власної мови програмування Vlang. В ходi розробки нами
було використано наступнi iнструменти: генератор синктаксичних аналi-
заторiв - Antlr та протокол взаємодiї редакторiв вихiдного коду i серверiв
мовного аналiзу - LSP (Language Server Protocol).

Рис 1. Програмна модель мовного аналiзатору

Приклад коду мовою Vlang для обчисленння чисел Фiбоначчi:

print "Введiть кiлькiсть чисел: ";
scl count;
read count;
vec result {count + 2};
result:0 = 0;
result:1 = 1;
scl i;
i = 2;
loop (count) {
result:i = (result:(i-1)) + (result:(i-2));
i = i + 1;

}
print "Результат:", result;
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У середовищi Antlr нами створено граматику, яка описує синтаксис мови Vlang:

grammar Vlan;
program: codeblock EOF;
codeblock: statement*;
statement: declaration | assignment | if_block |

loop_block | print_statement | read_statement;

declaration: scalar_dec SCOL | vector_dec SCOL;
scalar_dec: SCALAR_TYPE ID;
vector_dec: VECTOR_TYPE ID LCBRACKET expression RCBRACKET;

assignment: (vector_element | ID) ASSIGN expression SCOL;

expression: ID | digit | vector | STRING
| LBRACE expression RBRACE
| vector_element
| vector_product
| expression (MULT | DIV ) expression
| expression (PLUS | MINUS) expression;

vector: ID | LSBRACKET digit (COMMA digit)* RSBRACKET;
vector_element: vector COL expression;
vector_product: vector DOT expression;

if_block: IF LBRACE DENIAL? expression RBRACE LCBRACKET statement* RCBRACKET;
loop_block: LOOP expression LCBRACKET statement* RCBRACKET;

print_statement : PRINT expression (COMMA expression)* SCOL;
read_statement: READ ID SCOL;

digit: MINUS? POSITIVE_DIGIT | ZERO;

SCALAR_TYPE: ’scl’; LCBRACKET: ’{’;
VECTOR_TYPE: ’vec’; RCBRACKET: ’}’;
IF: ’if’; LSBRACKET: ’[’;
LOOP: ’loop’; RSBRACKET: ’]’;
PRINT: ’print’; LBRACE: ’(’;
READ: ’read’; RBRACE: ’)’;
POSITIVE_DIGIT: [1-9][0-9]*; SCOL: ’;’;
ID: [a-zA-Z]+[0-9]*; ZERO: ’0’;
DOT: ’.’; COMMA: ’,’;
COL: ’:’; MINUS: ’-’;
PLUS: ’+’; MULT: ’*’;
DIV: ’/’; ASSIGN: ’=’;
DOUBLEQUOTE: ’"’; DENIAL: ’!’;

SPACE: [ \t\r\n] -> skip;
COMMENT: ’//’ ~[\r\n]* -> skip;

Antlr використовується на двох етапах компiляцiї програми: лексичний аналiз i
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синтаксичний аналiз [1]. Вiдповiдно для кожного з цих етапiв було задiяно окремi
класи VlangLexer та VlanParser. Данi класи генеруються засобами Antlr на основi ви-
щеописаної граматики.

На етапi лексичного аналiзу генерується послiдовнiсть лексем - токенiв [2]. Токен
- найменша змiстована одиниця.

Приклад деяких лексем заданих для мови Vlang: ключовi слова (scl, vec, loop), чи-
словi операцiї (+, -, *), фiгурнi та круглi дужки. Крiм розпiзнавання лексем, завданням
класу VlangLexer є пошук лексичних помилок, наприклад, недопустимих символiв.

Результатом роботи класу VlangParser є синтаксичне i абстрактне дерева розбору
(Рис. 2). Конструктор класу приймає набiр токенiв, згенерованих за допомогою класу
VlangParser.

Аналогiчно класу VlangLexer, обов’язком класу VlangParser є вивявлення синта-
ксичних помилок. Прикладом такої помилки може бути неправильний тип змiнної.

Рис 2. Синтаксичне дерево розбору

Отриманий список лексем програм та абстрастне дерево розбору на попреднiх ета-
пах обробляються LSP сервером, за допомогою нього здiйснюється пiдсвiтка синта-
ксису, автодоповнення та валiдацiя. В якостi клiєнтiв LSP серверу виступають IDE,
що пiдтримують LSP протокол, такi як: Visual Studio, VS Code, IDEA, Sublime, Atom
(Рис. 3).

Рис 3. Взаємодiя LSP серверу та клiєнтiв
За допомогою LSP редактори коду та IDE можуть взаємодiяти з рiзними мовами

програмування та отримувати рiзнi функцiї та послуги без необхiдностi створювати

322



окремi плагiни для кожної мови. Це полегшує роботу розробникiв та забезпечує єди-
ностi iнтерфейсу користувача для роботи з рiзними мовами програмування.

Взаємодiя мiж клiєнтом i сервером вiдбувається через текстовий протокол на осно-
вi JSON-RPC (JavaScript Object Notation Remote Procedure Call)[3]. Приклад запиту
клiєнта до сервера:

{
"jsonrpc": "2.0",
"id" : 1,
"method": "textDocument/definition",
"params": {

"textDocument": {
"uri": "file:///p/mseng/VSCode/Playgrounds/my_code.vlan"

},
"position": {

"line": 3,
"character": 12

}
}

}

Отже, у роботi нами було описано процес використання мовного аналiзатору Antlr
та протокол взаємодiї LSP для розробки GUI для власної мови програмуваня Vlang.
Аналогiчним чином можна розробити користувацький iнтерфейс для будь-якої мови
високого рiвня.

1. Сопронюк Т.М., Дробот А. B. Iнструменти розробки мов програмування для
платформи .NET // Матерiали мiжнародної наукової конференцiї «Прикла-
дна математика та iнформацiйнi технологiї», присвяченої 60-рiччю кафедри
прикладної математики та iнформацiйних технологiй, 22-24 вересня 2022 р.
– Чернiвцi: Чернiвецький нац. ун-т, - С.273 -276

2. Сопронюк Т.М. Системне програмування. Частина II. Елементи теорiї ком-
пiляцiї: Навчальний посiбник у двох частинах. – Чернiвцi: ЧНУ, 2008. – 84
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3. Understanding the Language Server Protocol – URL:
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Симетрiї Лi та фундаментальнi розвя’зки лiнiйних рiвнянь
цiноутворення азiйських опцiонiв

Спiчак Станiслав1, Стогнiй Валерiй2, Копась Iнна2

stas.math@gmail.com, stogniyvaleriy@gmail.com, innak@net.ua
1Iнститут математики НАН України

2Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

У роботi [1] розглянуто рiвняння, яке описує цiноутворення азiйського опцiону в
неперервному часi τ ∈ [0;T ]:

∂V

∂τ
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
+ f(S)

∂V

∂A
− rV = 0, (1)

де T – термiн дiї контракту; V = V (τ, S,A) — функцiя вартостi опцiону; S –– вар-
тiсть базового активу; A –– усереднене значення всiх наявних цiн базових активiв S
до моменту часу τ ; r та σ –– сталi, що описують безризикову процентну ставку i во-
латильнiсть акцiї вiдповiдно;
f(S) 6= const є довiльною гладкою функцiєю.

Рiвняння (1) мiстить низку вiдомих рiвнянь азiйських опцiонiв. Так, у роботi [1]

розглядається рiвняння з f(S) = S та f(S) = lnS, у роботi [2] — рiвняння з f(S) =
1

S
.

Широке застосування рiвняння (1) в задачах фiнансової математики викликає без-
заперечний iнтерес до отримання його фундаментальних розв’язкiв. У роботi [3] зна-
йдено з точнiстю до перетворень еквiвалентностi усi специфiкацiї функцiї f(S), за якою
рiвняння (1) допускає алгебру iнварiантностi вищої розмiрностi нiж ядро основних ал-
гебр iнварiантностi рiвнянь класу (1).

Одним iз застосувань симетрiйних властивостей лiнiйних диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними є побудова в явному виглядi фундаментальних розв’язкiв.

Фундаментальним розв’язком рiвняння (1) називають узагальнену функцiю V =
V (τ, S,A, τ0, S0, A0), яка залежить вiд τ0, S0, A0 як вiд параметрiв i задовольняє рiв-
няння

∂V

∂τ
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
+ f(S)

∂V

∂A
− rV = δ(τ − τ0, S − S0, A−A0), (2)

де δ — функцiя Дiрака.
Вiдомо, що фундаментальнi розв’язки зазвичай є iнварiантними вiдносно перетво-

рень, якi допускає вихiдне рiвняння. Зокрема, зазначену властивiсть мають фундамен-
тальнi розв’язки таких класичних рiвнянь математичної фiзики, як рiвняння Лапла-
са, рiвняння теплопровiдностi, хвильове рiвняння. Отже, якщо рiвняння має нетривi-
альнi властивостi, то для побудови фундаментального розв’язку можна використати
теоретико-груповi методи. Конструктивний метод знаходження симетрiй лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними iз δ-функцiєю у правiй частинi було
запропоновано у роботi [4], в якiй було наведено й алгоритм побудови iнварiантних
фундаментальних розв’язкiв.

Для деяких функцiй f(S), якi мають алгебру iнварiантностi вищої розмiрностi
нiж ядро основних алгебр iнварiантностi, згiдно з цим методом знайдено алгебру iн-
варiантностi рiвняння (2), яка є пiдалгеброю алгебри iнварiантностi рiвняння (1), а
використовуючи цю пiдалгебру, можна побудувати фундаментальний розв’язок.
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Про iнварiантнi тори та коливнi розв’язки
диференцiально-рiзницевих рiвнянь в просторi обмежених

числових послiдовностей
Теплiнський Юрiй

teplinsky.yuriy@gmail.com
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка

Розглянемо систему рiвнянь загального виду з 2π-перiодичними вiдносно кутових
змiнних ϕ коефiцiєнтами

dϕ(t)

dt
= a(ϕ(t), x(t)), (1)

dx(t)

dt
= P (ϕ(t), x(t), x(t+Q))x(t) + F (v(ϕ, t), x(t), x(t+ Θ))x(t+ ∆) + c(ϕ, t). (2)

Тут ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . } та x = {x1, x2, . . . } належать простору обмежених послiдовно-
стей m дiйсних чисел; a(ϕ, x) = {a1(ϕ, x), a2(ϕ, x), . . . };
P (ϕ, x, χ) =

[
p1
ij(ϕ, x, χ)

]∞
i,j=1

та F (v, x, χ) = [fij(v, x, χ)]∞i,j=1 — нескiнченнi матри-

цi; v = (v1, v2, . . . ), де vi(ψ) = vi(ψ1, ψ2, . . . ): T∞∞ → R1 (ψi ∈ T∞, i ∈ N), T∞ —
нескiнченновимiрний тор, а через v(ϕ, t) позначено функцiю

{v1(ψ1(ϕ, t), ψ2(ϕ, t), . . . ), v2(ψ1(ϕ, t), ψ2(ϕ, t), . . . ), . . . },
де ψi(ϕ, t) =

(
ϕ1t+Θi1

(ϕ), ϕ2t+Θi2
(ϕ), . . .

)
, ϕt(ϕ) — траекторiя на T∞, ϕ0(ϕ) = ϕ ∈ T∞;

c(ϕ, t) = {c1(z1(ϕ, t), z2(ϕ, t), . . . ), c2(z1(ϕ, t), z2(ϕ, t), . . . ), . . . }, zi(ϕ, t) =(
ϕ1t+∆i1

(ϕ), ϕ2t+∆i2
(ϕ), . . .

)
; x(t + ∆) = (x1(t + ∆1), x2(t + ∆2), . . . ), x(t + Θ) =

(x1(t + Θ1), x2(t + Θ2), . . . ) та x(t + Q) = (x1(t + Q1), x2(t + Q2), . . . ). При цьому
∀{i, j} ⊂ N ∆ij , ∆i, Θij , Θi i Qi — довiльнi дiйснi числа, що визначають часовi вiдхи-
лення.

Отже, система рiвнянь (1), (2) є суттєво нелiнiйною вiдносно змiнних x та ϕ i мi-
стить нескiнченну кiлькiсть вiдхилень. При цьому у випадку наявностi додатних вiдхи-
лень друге рiвняння стає рiвнянням iз випередженням i задача знаходження розв’язкiв
цiєї системи потрапляє до класу некоректних задач.

Нагадаємо, що iнварiантним тором системи рiвнянь (1), (2) називають множину
точок x ∈ m, породжену функцiєю x = u(ϕ)=(u1(ϕ), u2(ϕ), . . . ), ϕ ∈ T∞, якщо вона
2π-перiодична вiдносно ϕi(i = 1, 2, 3, . . . ), обмежена за нормою i ∀ϕ ∈ T∞, t ∈ R1

задовольняє рiвнiсть

du(ϕt(ϕ)

dt
= P (ϕt(ϕ), u(ϕt(ϕ)), u(ϕ, t+Q))u(ϕt(ϕ))+

+F (v(ϕ, t), u(ϕt(ϕ)), u(ϕ, t+ Θ))u(ϕ, t+ ∆) + c(ϕ, t),

де ϕt(ϕ) — розв’язок рiвняння dϕt(ϕ)
dt

= a(ϕt(ϕ), u(ϕt(ϕ))) i
u(ϕ, t+ ∆) = (u1(ϕt+∆1

(ϕ)), u2(ϕt+∆2
(ϕ)), . . . ).

Добре вiдомо, що iснування iнварiантного тору вказаної вище системи рiвнянь тiсно
пов’язане з iснуванням у неї коливних розв’язкiв у випадку, якщо рiвняння (1) має
вигляд

dϕ(t)

dt
= ω, (3)

де ω – сталий вектор несумiрних частот.
У цiй доповiдi наводяться достатнi умови iснування неперервних iнварiантних то-

рiв у деяких часткових випадках систем виду (1), (2) та (1), (3) причому дослiвжено
випадок, коли iнварiантний тор останньої системи рiвнянь вкритий траєкторiями її
майже-перiодичних розв’язкiв.
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Окремо здiйснено побудову iнварiантного тору лiнiйної системи методом укороче-
ння її за кутовою змiнною. Розглянуто рiвняння

dx(t)

dt
= P (φt(φ))x(t) +B(φ, t)x(t+ ∆) + c(φ, t), (4)

де елементи bij(y1(φ, t), y2(φ, t), . . . ) нескiнченної матрицiB(φ, t) та координати ci(φ, t) =
ci(z1(φ, t), z2(φ, t), . . . ) векторної функцiї c(φ, t) визначаються рiвностями yi(φ, t) =
φit+Γi

(φ) та zi(φ, t) = φit+δi
(φ) вiдповiдно, Γi та δi – довiльнi фiксованi дiйснi числа;

φ ∈ T∞, {i, j} ⊂ N . При певних умовах кожне укорочене рiвняння має iнварiантний
тор, вкритий траєкторiями його квазiперiодичних розв’язкiв. Послiдовнiсть цих торiв
(тобто, породжуючих їх функцiй) збiгається за нормою до iнварiантного тору (тобто,
породжуючої його функцiї) рiвняння (4). Цей тор вкритий траєкторiями його майже-
перiодичних розв’язкiв. Це дає можливiсть обгрунтувати вiдомий процес лiнеаризацiї
для побудови iнварiантного тору системи виду (1), (2).

Про iснування коливних розв’язкiв злiченних систем без вiдхилення аргументу
можна почитати в статтях [1–3].

1. Теплiнський Ю. В. Про наближення майже-перiодичних розв’язкiв нелiнiй-
ної злiченної системи диференцiальних рiвнянь квазiперiодичними розв’яз-
камми деякої лiнiйної системи // Буковинський Математичний Журнал. –
2021. 9, № 2, С. 111-123.

2. Теплiнський Ю. В. Наближений метод побудови майже-перiодичних
розв’язкiв лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, визначених на не-
скiнченновимiрних торах // Математичне та комп’ютерне моделювання.
Серiя: Фiзико-математичнi науки: зб. наук. праць. Iнститут кiбернетики
iменi В. М. Глушкова НАН України, Кам’янець-Подiльський нацiональний
унiверситет iменi Iвана Огiєнка. Кам’янець-Подiльський. – 2020. Вип. 21,
С. 137–144.

3. ТеплiнськийЮ. В. Про iнварiантнi тори квазiлiнiйних злiченних систем ди-
ференцiальних рiвнянь, визначених на нескiнченновимiрних торах // Не-
лiнiйнi коливання. – 2020. 23, № 4, с. 253–264.
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Побудова явних розв’язкiв двовимiрних задач теплопровiдностi
для багатошарових кiльцевих областей

Токовий Юрiй

tokovyy@iapmm.lviv.ua
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача

НАН України

Запропоновано пiдхiд до побудови явних аналiтичних розв’язкiв двовимiрних задач
теплопровiдностi для кiльцевої областi, складеної з концентричних кiлець з довiльною
радiальною змiною властивостей матерiалу. Пiдхiд ґрунтується на використаннi кон-
цепцiї «єдиного тiла» (single-solid approach), в рамках якого властивостi усього складе-
ного кiльця подаються у виглядi кусково-змiнних функцiй, та методу безпосереднього
iнтегрування ключових рiвнянь термомеханiки [2]. При цьому iнтегрування рiвнян-
ня теплопровiдностi здiйснюється при формулюваннi у термiнах теплового потоку, що
дає змогу уникнути застосування апарату узагальненого диференцiювання з огляду на
умови iдеального теплового контакту шарiв кiльця. Щоб вiдокремити змiннi у ключо-
вому рiвняннi використано розвинення у ряди Фур’є вiдносно колової координати, що
iндивiдуалiзує випадок однорiдних граничних умов, та тих, що вiдповiдають за змiну
теплових навантажень за коловою координатою. Для останнiх використання методу
безпосереднього iнтегрування до рiвняння теплопровiдностi дало змогу вивести iнте-
гральне рiвняння другого роду, яке розв’язано в явному виглядi за допомогою методу
резольвентного ядра для довiльних радiальних залежностей коефiцiєнта теплопровiд-
ностi вiд радiальної змiнної в межах кожного шару та рiзних геометричних параме-
трiв шарiв. Резольвентне ядро побудовано у виглядi нескiнченного ряду повторюва-
них ядер, який для практичних обчислень можна замiнити скiнченною початковою
сумою внаслiдок нульової асимптотики повторних ядер зi збiльшенням номера. Слiд
зазначити, що замiна точного виразу для резольвентного ядра наближеним призво-
дить до того, що розв’язок точно задовольняє граничнi умови, а iнтегральне рiвняння
задовольняється з необхiдною точнiстю. Це робить побудований розв’язок вигiдним
засобом для побудови розв’язкiв обернених задач теплопровiдностi [1].

З використанням побудованого розв’язку виконано чисельнi розрахунки темпе-
ратурних полiв у багатошарових кiльцевих областях. Проаналiзовано ефективнiсть
розв’язку та вплив кiлькостi шарiв, їх фiзичних i геометричних властивостей, а та-
кож радiальної змiни коефiцiєнта теплопровiдностi на застосовнiсть розв’язку. З’ясо-
вано можливiсть керування тепловим станом багатошарового неоднорiдного цилiндра
за рахунок вiдповiдного поєднання шарiв з рiзною теплопровiднiстю. Для оптимiзацiї
вибору властивостей шару зручно використати отриманий у роботi явний аналiтичний
розв’язок двовимiрної задачi теплопровiдностi для багатошарового порожнистого ци-
лiндра. Завдяки застосовностi запропонованого розв’язку для рiзноманiтних товщин
шарiв i профiлiв їх неоднорiдностi, воно є вигiдним для верифiкацiї моделей усередне-
ння властивостей матерiалу розглянутих стратифiкованих кiльцевих областей.
Роботу виконано за часткової фiнансової пiдтримки спiльного словацько-українсько-
го науково-дослiдного проєкту "Вплив нано-, мiкро-, та мезо-неоднорiдностей на ма-
крохарактеристики термомеханiчної поведiнки композитних елементiв констру-
кцiй"(№ д.р. 0123U103235)

1. Tokovyy Y., Ma C.C. The direct integration method for elastic analysis of
nonhomogeneous solids. – Newcastle: Cambridge Scholars Publ., 2021. – 342 p.

2. Kushnir R.M., Yasinskyy A.V., Tokovyy Y.V. Effect of material properties
in the direct and inverse thermomechanical analyses of multilayer functionally
graded solids // Advanced Engineering Materials. – 2022. – 24, No. 5. – 2100875.
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Використання штучного iнтелекту у вивченнi iнформацiйних
технологiй студентами

Унгурян Галина

g.unhurian@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Вивчення iнформацiйних технологiй нерозривно пов’язане з якiсною освiтою у су-
часному свiтi, адже складно уявити, що в майбутньому будь-який спецiалiст не буде
використовувавати комп’ютерну грамотнiсть у своїй професiї. Iнформацiйнi техноло-
гiї розвивають критичне мислення студентiв, оскiльки вони навчаються аналiзувати,
оцiнювати та обирати найкращi методи розв’язання проблем з використанням набутих
знань.

Особливу роль у вивченнi iнформацiйних технологiй вiдiграє штучний iнтелект, що
з кожним днем набирає все бiльшої популярностi, найяскравiшим його представником,
на даний момент є, звичайно, ChatGPT [1].

Розглянемо деякi переваги використання ШI (штучного iнтелекту) у навчаннi сту-
дентiв, а саме - це практично миттєвий доступ до великої кiлькостi iнформацiї та на-
вчальних матерiалiв, завдяки чому, студенти легко знаходять вiдповiдi на запитання,
дослiджують новi iдеї, автоматизовують завдання, якi потребують багато часу (оброб-
ка даних, аналiз iнформацiї, створення звiтiв, а навiть в усуненнi проблем з програ-
муванням та у пошуку розв’язання задачi при вивченнi технiчних наук). Важливим у
дослiдженнi та написаннi наукових робiт є те, що ШI обробляє велику кiлькiсть iнфор-
мацiї, виявляє закономiрностi та залежностi. ШI може пропонувати кориснi джерела,
книги, курси, а також створювати питання та тести з рiзних предметiв, що дозволяють
студентам перевiрити та поглибити свої знання в будь-якiй галузi.

Беззаперечною перевагою є те, що при спiлкуваннi з роботом, студент задає все
бiльше питань через зацiкавленiсть матерiалом, таким чином, поглиблюючи свої зна-
ння та покращуючи самоосвiту. Перевагою використання ШI є навiть i те, що ней-
ромережа помиляється, оскiльки, користувачi не покладаються тiльки на вiдповiдi
робота, але i змушенi перевiряти iнформацiю. Iснує так званий ефект "галюцинува-
ння"моделей, коли модель генерує вiдповiдi, що можуть здаватися гарними та коре-
ктними, але насправдi вони вигаданi або не спираються на реальнi факти. Це вiдбува-
ється через властивостi навчання моделi, коли модель намагається знайти найкращу
можливу вiдповiдь на основi шаблонiв, виявлених у навчальних даних [2].

Щодо роботи викладачiв, то за допомогоюШI можна формувати запити як донести
складну iнформацiю при цьому, формулюючи запит так, що нейромережа детально
розписує складнi данi, розбиваючи їх на бiльш простi частини.

ШI здатний аналiзувати великi обсяги даних i засновувати на них рiшення, але
вiн обмежений у креативних аспектах навчання, а саме стимулюваннi до дослiдже-
ння, створеннi нових iдей та розв’язаннi нетипових задач, що сприяє ризику впливу
алгоритмiв моделi на перекручення вмiсту та дезiнформацiю.

Слiд пам’ятати, що при використаннi ШI ви можете стикнутись з проблемами по-
рушення авторських прав i конфiденцiйностi. Не потрiбно надавати жодних паролiв,
ключiв АРI чи подiбної важливої iнформацiї, оскiльки цi данi не можуть бути загаль-
нодоступними.

Отже, використання ШI є важливою складовою подальшого навчання студентiв,
особливо при вивченнi iнформацiйних технологiй i цiнним доповненням для покраще-
ння ефективностi та доступностi навчання, але слiд не забувати, що модель не мо-
же замiнити людське мислення, приймати рiшення замiсть студентiв , вона є тiльки
невiд’ємною складовою подальшого навчання, що з кожним наступним роком буде
укорiнюватись у повсякденнi.
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Глобальний атрактор напiвпотоку м’яких розв’язкiв для
напiвлiнiйного параболiчного рiвняння без єдиностi
Фекета Петро, Перестюк Юрiй, Король Iгор, Капустян Олексiй

petro.feketa@vuw.ac.nz, perestyuk@gmail.com, kapustyan@knu.ua
Веллiнгтонський унiверситет Вiкторiї, Нова Зеландiя

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна
Ужгородський нацiональний унiверситет, Ужгород, Україна

Люблiнський Католицький Унiверситет Iвана Павла II, Люблiн, Польща

Розглядається напiвлiнiйна задача

∂u

∂t
= Au+ f(u) + h(x), t > 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,

(1)

де u = u(t, x) - невiдома функцiя, Ω ⊂ RN , N ∈ N обмежена область з достатньо
гладкою границею ∂Ω, i

Au =

N∑
i,j=1

∂

∂xj

(
ai,j(x)

∂u

∂xi

)
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u.

Далi припускається, що
(А1) −A - строго елiптичний самоспряжений оператор з обмеженими коефiцiєн-

тами ai, bi, i = 1, ..., N, i c.
(A2) f : R −→ R є неперервною (але не обов’язково локально Лiпшицевою)

функцiєю, f(0) = 0, i для ε ∈ (0, λ), C > 0 виконується нерiвнiсть

∀s ∈ R f(s) · s ≤ ε · s2 + C, (2)
де λ > 0 додатня константа яка, залежить вiд A.
Нехай

h ∈ X = C0(Ω) = {v ∈ C(Ω̄)|v = 0 на ∂Ω}. (3)
ПростiрX має норму ||v||X = supx∈Ω |v(x)| i є фазовим простором для нашої задачi.

В роботi вивчається якiсна поведiнка м’яких розв’язкiв задачi (1) в фазовому просторi
X.

Означення 1. Функцiя u ∈ C([0, T ], X) є м’яким розв’язком (1) з початковими
даними u(0) = u0 ∈ X, якщо ∀t ∈ [0, T ]

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)F (u(s))ds+

∫ t

0
T (t− s)hds,

де F : X 7→ X, F (u)(x) = f(u(x)), i T (t) є C0−напiвгрупою породженою оператором
A в просторi X.

В роботi доведено, що ∀u0 ∈ X iснує принаймi один глобальний м’який розв’язок
з u(0) = u0. Також доведено, що вiдображення G : R+ ×X 7→ 2X , яке визначається як

G(t, u0) = {u(t)|u(·) м’який розв’язок (1) де u(0) = u0}
є багатозначною напiвгрупою (m-напiвпотоком,) яка має глобальний атрактор.

Означення 2. Непорожня компактна множина Θ ⊂ X називається глобальним
атрактором m-напiвпотоку G якщо 1. Θ = G(t,Θ) ∀t ≥ 0;

2. ∀ обмеженої B ⊂ X
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sup
u0∈B

distX(G(t, u0),Θ)→ 0, t→∞,

де

distX(A,B) = sup
u∈A

inf
v∈B
||u− v||X .

Теорема 1. Припустимо, що виконуються (A1), (A2). Тодi всi м’якi розв’язки (1)
в просторi X глобальнi.

Теорема 2. Припустимо, що виконуються (A1), (A2). Тодi m-напiвпотiк G має
глобальний атрактор.

1. J. M. Ball, John M. Global attractors for damped semilinear wave equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 10(1&2):31, 2004.

2. A.V. Kapustyan, V. S. Melnik and J. Valero, Attractors of multivalued dynami-
cal processes generated by phase-field equations. International Journal of Bi-
furcation and Chaos, 13(07):1969–1983, 2003.

3. P. Kalita and G.  Lukaszewicz. Global attractors for multivalued semiflows with
weak continuity properties. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applicati-
ons. Elsevier. 101:124-143, 2014.
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Про задачу з iнтегральними крайовими умовами для системи
диференцiальних рiвнянь iз багатьма перетвореними

аргументами
Фiлiпчук Микола, Фiлiпчук Ольга

m.filipchuk@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Розглядається крайова задача з iнтегральними крайовими умовами для системи
диференцiальних рiвнянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), ..., x(λk(t))), (1)

T∫
0

x(t)dt = d, (2)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn; λi : [0, T ]→ [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi неперервнi
вiдображення; d – сталий n-вимiрний вектор.

Питання дослiдження iснування та наближеної побудови розв’язку цiєї задачi за
допомогою чисельно-аналiтичного методу А.М. Самойленка [1] ранiше вивчалися в [2].

Виявляється, для крайової задачi (1), (2) додатково можна запропонувати моди-
фiковану схему чисельно-аналiтичного методу, де взагалi не виникатиме так зване
визначальне рiвняння, тобто метод матиме лише аналiтичну складову.

Як i ранiше, функцiю f(t, x, y1, . . . , yk) вважаємо визначеною та неперервною в
областi (t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ]×Dk+1, де D – замкнена обмежена область в Rn, обме-
женою вектором M ∈ Rn, Mi > 0 (i = 1, n), i задовольняючою умову Лiпшiца по
x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0; i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤M,

|f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤ K
(
|x− x|+

k∑
i=1

|yi − yi|
)
.

Тут |f(t, x, y1, . . . , yk)| = (|f1(t, x, y1, . . . , yk)|, . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|) i нерiвнiсть мiж
векторами розумiється покомпонентно.

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема. Нехай виконуються умови:

1) вектор w0 =
1

T
d лежить в областi D разом зi своїм β =

3

2
TM-околом;

2) найбiльше власне значення матрицi Q =
3(k + 1)

2
TK не перевищує одиницi:

λmax(Q) < 1.

Тодi крайова задача (1), (2) має в областi D єдиний розв’язок x∗(t), який є рiв-
номiрною границею послiдовних наближень

x0(t) = w0,

xm(t) = w0 +

t∫
0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ1(s)), . . . , xm−1(λk(s)))ds−

−
1

T

T∫
0

t∫
0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ1(s)), . . . , xm−1(λk(s)))dsdt, m = 1, 2, . . . ,
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причому
|x∗(t)− xm(t)| ≤ Qm(E −Q)−1β

для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ].

Наведену модифiковану схему чисельно-аналiтичного методу проiлюстровано на
модельних прикладах.

На завершення також зауважимо, що при k = 1 (у випадку наявностi в системi
лише одного перетвореного аргументу) всi наведенi результати спiвпадають з резуль-
татами, ранiше отриманими в [3, 4].

1. Samoilenko A.M., Ronto M. Numerical-Analytic Methods in the Theory of
Boundary-Value Problems. – World Scientific, 2000. – 468 p.

2. Фiлiпчук М.П. Задача з iнтегральними крайовими умовами для системи з
багатьма перетвореними аргументами // Матерiали мiжнародної наукової
конференцiї, присвяченої 75-рiччю кафедри диференцiальних рiвнянь та
85-рiччю вiд дня народження М.П. Ленюка. – Чернiвцi, 2021. – С. 161.

3. Фiлiпчук М.П. Метод усереднення в крайових задачах для диференцiаль-
них рiвнянь з вiдхиленим аргументом: Дис. ... канд. фiз.-мат. наук. – Чер-
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Аналiз методики вивчення теми “Комп’ютерна графiка.
Векторний графiчний редактор” на уроках iнформатики

Франчук Наталiя, Франчук Роксолана

n.p.franchuk@npu.edu.ua, 20fi.r.v.franchuk@std.npu.edu.ua
Український державний унiверситет iменi Михайла Драгоманова

У сучасному свiтi використання комп’ютерної графiки є однiєю з ключових нави-
чок, необхiдних для розвитку iнформацiйного суспiльства. Вона стає все бiльш важли-
вою в рiзних сферах, включаючи дизайн, рекламу, веброзробку та iгрову iндустрiю.
Тому вивчення комп’ютерної графiки та векторних графiчних редакторiв на уроках
iнформатики має велике значення для пiдготовки молодого поколiння до сучасної ре-
альностi. Методика навчання теми “Комп’ютерна графiка. Векторний графiчний ре-
дактор” на уроках iнформатики вимагає належного пiдходу, щоб забезпечити ефе-
ктивне засвоєння матерiалу учнями та розвинути їхнi навички у галузi комп’ютерної
графiки [1]. На це впливають деякi аспекти, зокрема:

– Добiр навчальних матерiалiв є одним iз ключових етапiв методики. Це можуть
бути пiдручники, електроннi посiбники, вiдеоуроки або онлайн-ресурси. Важливо, щоб
матерiали були зрозумiлими для учнiв та мали чiтку структуру, що дозволить послi-
довно ознайомити їх з основами комп’ютерної графiки та векторними редакторами. А
це своєю чергою забезпечить дотримання принципiв навчання, таких як: принцип нау-
ковостi; принцип посильної складностi; принцип доступностi; принцип послiдовностi й
систематичностi навчання; принцип наочностi змiсту i дiяльностi; принцип активностi
й самостiйностi; принцип свiдомостi; принцип мiцностi й системностi знань.

– Практичнi завдання та проєкти. Щоб забезпечити практичне застосування
знань учнями, методика повинна включати практичнi завдання та проєкти з обов’язко-
вим врахуванням диференцiйованого пiдходу. Практичнi завдання стимулюють творче
мислення учнiв та допомагають закрiпити набутi навички.

– Взаємодiя мiж вчителем та учнями. Методика повинна сприяти активнiй взає-
модiї мiж вчителем та учнями. Демонстрацiя екрана, груповi проєкти або обговорення
результатiв роботи, допомагають створити сприятливу навчальну атмосферу. Взаємо-
дiя з вчителем та однокласниками сприяє обмiну знаннями, спiльному розв’язуванню
проблем та взаємнiй пiдтримцi.

– Використання реальних прикладiв та застосування. Щоб пiдкреслити практи-
чне значення теми, методика повинна включати реальнi приклади застосування цих
навичок у рiзних сферах, таких як дизайн, реклама, веброзробка тощо. Застосування
реальних прикладiв допомагає учням зрозумiти, як комп’ютерна графiка використо-
вується у реальному життi та як її використання може вплинути на їхнє майбутнє.

–Пiдтримка вчителя та iндивiдуальний пiдхiд.Учителю слiд забезпечувати актив-
ну навчальну пiдтримку учнiв у процесi навчання. Учителi повиннi бути пiдготовленi
та орiєнтованi на iндивiдуальнi потреби учнiв, надавати додаткову допомогу, якщо це
необхiдно, i створювати сприятливу атмосферу для навчання та творчого розвитку.

Отже, аналiз методики вивчення теми “Комп’ютерна графiка. Векторний графi-
чний редактор” на уроках iнформатики показав, що ця тема має велике значення для
розвитку навичок у сферi комп’ютерної графiки. Вибiр належних навчальних мате-
рiалiв, включення практичних завдань, активна взаємодiя мiж вчителем та учнями,
застосування реальних прикладiв та пiдтримка вчителя сприяють ефективному засво-
єнню матерiалiв та розвитку творчого мислення учнiв. Дотримання головних аспектiв
такої методики готує молоде поколiння до вимог сучасного iнформацiйного суспiльства
та вiдкриває їм можливостi для подальшого розвитку у галузi комп’ютерної графiки.

На вивчення теми “Комп’ютерна графiка. Векторний графiчний редактор” в закла-
дах загальної середньої освiти на уроках iнформатики вiдводиться 6 годин. Розгляда-
ють її в 9 класi в другому семестрi, за навчальною програмою 2017 року [2]. Добiр
певного векторного редактора залежить вiд досвiду та потреб вчителя.
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Органiзацiя вiдкритого веборiєнтованого освiтнього
середовища пiдготовки майбутнiх вчителiв iнформатики та

фахiвцiв з iнформацiйних технологiй
Франчук Василь

vfranchuk@udu.edu.ua
Український державний унiверситет iменi Михайла Драгоманова

Стрiмкий розвиток суспiльства в рiзних галузях ставить новi завдання перед систе-
мою вищої освiти. Виявляється недостатнiм дати певну базу знань, що можна схара-
ктеризувати в освiтнiх стандартах, навчальних посiбниках тощо. За допомогою вебо-
рiєнтованих систем можна органiзувати дистанцiйне, мобiльне та змiшане навчання, у
зв’язку з чим в закладах вищої освiти створюються вiдповiднi навчальнi середовища,
через якi слухачi отримують доступ до навчальних матерiалiв у будь-який час та в
будь-якому мiсцi, що робить процес навчання привабливiшим, продуктивнiшим, ком-
фортнiшим, а також стимулює здобувачiв освiти до самоосвiти та навчання. Вiдкри-
тiсть, розширюванiсть та швидкий розвиток веборiєнтованих систем навчання сприяє
їх широкому застосуванню у рiзних видах навчальної дiяльностi як викладачiв, так
i студентiв, через що забезпечується гнучкiсть i задоволення широкого кола освiтнiх
потреб, зокрема пiд час пiдготовки майбутнiх вчителiв iнформатики та фахiвцiв з iн-
формацiйних технологiй [1]. Одним iз таких засобiв формування веборiєнтованого вiд-
критого освiтнього середовища є система MOODLE, на основi чого забезпечується всiм
учасникам освiтнього процесу (викладачам, здобувачам освiти) доступ до навчальних
курсiв. За допомогою цiєї системи, використовуючи стандартнi модулi (плагiни), мо-
жна налаштовувати рiзноманiтнi ресурси веборiєнтованого навчального курсу.

Особливiстю веборiєнтованого навчального курсу для пiдтримки освiтнього про-
цесу на всiх формах (стацiонарна, заочна, дистанцiйна, змiшана) навчання є те, що
такий навчальний засiб призначений для опановування навчальним матерiалом пiд ке-
рiвництвом викладача. Викладач має змогу самостiйно (або за допомогою методиста,
модератора) вносити навчальнi матерiали до навчального курсу, надсилати повiдомле-
ння студентам, розподiляти, збирати та перевiряти завдання, проводити анкетування
та тестування, вести електроннi журнали облiку оцiнок та вiдвiдування, налаштову-
вати рiзноманiтнi ресурси, блоки курсу, зокрема пiдключати блок OpenAI Chat з еле-
ментами штучного iнтелекту, тощо [2]. Доступ до ресурсiв навчального курсу – пер-
сонiфiкований. Логiн та пароль доступу отримується за допомогою облiкового запису
електронної пошти, який використовується, як елемент технологiї єдиного входу (SSO,
англ. Single Sign-On). Кожен користувач має доступ лише до тих електронних навчаль-
них курсiв, на яких вiн зареєстрований для участi у навчальному процесi. Реєстрацiя
користувачiв (студентiв) вiдбувається через облiковий запис, а запис на вiдповiдний
курс здiйснюється викладачем (методистом або модератором системи).

Таким чином, використання вiдкритого освiтнього середовища дає змогу iнтегрува-
ти сучаснi освiтнi ресурси, навчальнi програми, iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї
в єдину систему та автоматизувати управлiння освiтнiм процесом пiдготовки майбу-
тнiх вчителiв iнформатики та фахiвцiв з iнформацiйних технологiй.

1. Сергiєнко В.П. Вiдкрите освiтнє середовище як засiб модернiзацiї систе-
ми пiдвищення квалiфiкацiї на засадах концепцiї нової української школи.
Свiтовi освiтнi тренди: створення творчого середовища STEAM-навчання:
матерiали мiжнар. наук.-пр. online-конф. Київ, 2021. С. 103-107.

2. Франчук В.М. Методика навчання iнформатичних дисциплiн в педагогi-
чних унiверситетах з використанням веб-орiєнтованих систем: монографiя.
Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2020. 434 с.
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Умови iснування обмеженого розв’язку динамiчного рiвняння
на часових шкалах

Цань Вiкторiя, Перестюк Юрiй

viktoriia.tsan@knu.ua, perestyuk@gmail.com
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Дослiдження диференцiальних (динамiчних) рiвнянь на часових шкалах отрима-
ли значний розвиток внаслiдок працi [1], де вперше було введено поняття ∆-похiдної.
Ця iнновацiйна концепцiя може бути застосована як на числовiй осi, так i на рiзних
замкнених пiдмножинах R1, включаючи дискретнi множини, такi як Z, ейлеровi мно-
жини kh, h > 0, множини Кантора та канторвали [2]. Такий пiдхiд дозволяє розглядати
неперервну та дискретну динамiку з єдиної точки зору, що сприяло розвитку динамi-
чних рiвнянь на часових шкалах [3].

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= X(t, x) (1)

де x ∈ D, D - область в просторi Rn, i вiдповiдну їй систему динамiчних рiвнянь на
множинi часових шкал Tλ

x∆
λ = X(t, xλ) (2)

де t ∈ Tλ, xλ : Tλ → Rd, i x∆
λ (t) – дельта-похiдна функцiї xλ(t) на Tλ. Припустимо, що

inf Tλ = −∞, supTλ =∞, λ ∈ Λ ⊂ R, i λ = 0 гранична точка множини Λ, причому для
всiх λ ∈ Λ точка t = 0 належить Tλ. Також припустимо, що функцiяX(t, x) неперервно
диференцiйовна i обмежена разом зi своїми частинними похiдними, тобто ∃C > 0 таке,
що

|X(t, x)|+
∣∣∣∣∂X(t, x)

∂t

∣∣∣∣+

∥∥∥∥∂X(t, x)

∂x

∥∥∥∥ ≤ C (3)

при t ∈ Tλ, x ∈ D, де ∂X
∂x

вiдповiдна матриця Якобi.
Визначимо, що µλ := supt∈Tλ µλ(t), де µλ(t) : Tλ → [0,∞) - функцiя зернистостi.

Причому, якщо µλ → 0 при λ→ 0, то Tλ збiгається з неперервною шкалою часу T0 = R,
а система (2) переходить в систему (1). Тому природно сподiватись, що за певних умов
iснування обмеженого на осi розв’язку рiвняння (1) випливає iснування обмеженого
розв’язку у рiвняння (2) на часовiй шкалi Tλ.

Означення. Розв’язок xλ(t) системи (2), визначений на Tλ, будемо називати екпо-
ненцiально стiйким рiвномiрно за t0, якщо iснують δ > 0, N > 0 i α > 0 такi, що
для будь-якого розв’язку yλ(t) системи (2) такого, що |xλ(t0)−yλ(t0)| < δ, при t ≥ t0
має мiсце нерiвнiсть

|xλ(t)− yλ(t)| ≤ Ne−α(t−t0) |xλ(t0)− yλ(t0)| ,

де сталi δ, N i α не залежать вiд t0.

Нами визначенi наступнi умови iснування обмеженого на Tλ розв’язку системи
динамiчних рiвнянь (2).

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:
1) X(t, x) визначена i задовольняє умову (3) та неперервно-диференцiйована при

t ∈ R, x ∈ D, де D-область з простору Rd.
2) Iснує таке µ0 > 0, що система (2) має обмежений на Tλ0

, рiвномiрно за t0
експоненцiйно стiйкий розв’язок xλ0

(t), що лежить в областi D разом з деяким
своїм ρ−околом.
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Тодi якщо виконуються нерiвностi

µ0

eC( ln 4N
α

+µ0+1)

C +
C2
(

ln 4N
α

+ µ0

)
4

+ 3C

 ≤ δ

8
, (4)

µ0

(
eC(µ0+1)

(
C +

C2µ0

4

)
+ 3C

)
≤
ρ

2
, (5)

3Nδ

2
< ρ (6)

µ0 ≤
ρ

4C
(7)

де сталi δ, N i α визначенi в означеннi та C визначена в умовi (3), то при кожному
µλ такому, що µλ < µ0, система (2) має обмежений на Tλ розв’язок.

Також справедливi наступнi умови iснування обмеженого на Tλ розв’язку системи
(2) при наявностi такого розв’язку у вiдповiдної системи (1) та їхньої близькостi при
µλ → 0.

Теорема 2. Нехай виконуються наступнi умови:
1) функцiя X(t, x) визначена i неперервно-диференцiйовна при t ∈ R, x ∈ D, де D –

область в Rd, та задовольняє умову (3).
2) система (1) має обмежений на R, рiвномiрно по t0 ∈ R експоненцiйно стiйкий

розв’язок x(t), який лежить в D разом з деяким ρ−околом.
Тодi, якщо виконуються нерiвностi (4-7) , де C визначена в умовi (3), то при ко-
жному µλ такому, що µλ < µ0, система (2) має обмежений на Tλ розв’язок xλ(t).
При цьому справедливе вiдношення

sup
t∈Tλ

|xλ(t)− x(t)| → 0, µλ → 0. (8)

Бiльше того, зворотний зв’язок також має мiсце.

Теорема 3. Нехай виконуються наступнi умови:
1) функцiя X(t, x) задовольняє умови 1) теореми 1;
2) iснує µ0 > 0, що система (2) з початковими даними в точцi t0 = 0 має обмеже-

ний на Tλ0
, рiвномiрно за t0 експоненцiально стiйкий розв’язок, який лежить

в областi D разом з деяким своїм ρ-околом.
Тодi, якщо виконуються нерiвностi (4-7), то система (1) має обмежений на R

розв’язок.

Отже, нами встановлено умови iснування обмеженого розв’язку системи динамi-
чних рiвнянь на часових шкалах, визначено умови, за яких iснування обмеженого
розв’язку системи диференцiальних рiвнянь випливає з iснування обмеженого розв’яз-
ку вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах та навпаки, а також,
проведено аналiз їхньої взаємної близькостi.
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Асимптотичнi зображення Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язкiв
диференцiального рiвняння другого порядку зi швидко
змiнною нелiнiйнiстю вiд похiдної невiдомої функцiї

Чепок Ольга
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Державний заклад «Пiвденноукраїнський нацiональний педагогiчний унiверситет

iменi К.Д. Ушинського»

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y′)ϕ1(y), (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi →]0,+∞[ (i ∈ {0, 1})
є неперервними функцiями, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — деякий однобiчний окiл точки Yi.
Крiм того, будемо вважати, що функцiя ϕ1 : ∆Y0

→]0,+∞[ є правильно змiнною (див.
[1]., c. 17) порядку σ1 при прямуваннi аргументу до Y0, а функцiя ϕ0 : ∆Y1 →]0,+∞[
двiчi неперервно диференцiйовна на ∆Y1

та така, що,

lim
y→Y1
y∈∆Y1

ϕ0(y) ∈ {0,+∞}, ϕ′0(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y1
, lim

y→Y1
y∈∆Y1

ϕ0(y)ϕ′′0 (y)(
ϕ′0(y)

)2 = 1. (2)

З умов (2) випливає, що функцiя ϕ0 та її похiдна першого порядку є швидко змiн-
ними при прямуваннi аргументу до Y1 (див. [6], С. 91-92).

У силу властивостей функцiї ϕ0 та теореми 3.10.8 з роботи [1] функцiя ϕ0 та її
похiдна першого порядку належать класу функцiй Γ який був введений Л. Ханом
(див., наприклад, [1], С. 75), а також класу ΓY0

(Z0), який був введений у роботi [3] як
узагальнення класу Γ.

Для рiвнянь типу (1) розглянемо наступний клас ров’язкiв.
Розв’язок y рiвняння (1), визначений на [t0, ω[⊂ [a, ω[, називається Pω(Y0, Y1, λ0)-

розв’язком ([5]) (−∞ ≤ λ0 ≤ +∞), якщо справедливими є наступнi твердження

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0.

За попереднiми результатами, у роботi [2] було встановлено умови iснування у
рiвняння (1) Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв у випадку λ0 ∈ R\{0, 1}.

У данiй роботi було встановлено необхiднi i достатнi умови iснування у рiвняння
(1) Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при t ↑ ω для цих
розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

Зауважимо, що у роботi [5] встановлено наступнi апрiорнi асимптотичнi спiввiдно-
шення Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв, що розглядаються:

πω(t)y′(t)

y(t)
= [1 + o(1)],

πω(t)y′′(t)

y′(t)
= o(1) при t ↑ ω,

де

πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.
Для формулювання основних результатiв наведемо наступне означення.
Нехай Y ∈ {0,∞}, ∆Y — деякий однобiчний окiл Y . Говорять, що повiльно змiнна

при y → Y (y ∈ ∆Y ) функцiя θ : ∆Y →]0; +∞[ задовiльняє умову S при прямуваннi
аргументу до Y (див., наприклад, у [5]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно
змiнної при y → Y (y ∈ ∆Y ) функцiї L : ∆Y →]0; +∞[ ([6], с.2-3) має мiсце спiввiд-
ношення

θ(yL(y)) = θ(y)(1 + o(1)) при y → Y (y ∈ ∆Y ).
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Отримано наступнi теореми.

Теорема 1. Нехай σ1 6= 1, функцiя ϕ1(y′)|y′|−σ1 задовольняє умову S при y′ →
Y1 (y′ ∈ ∆Y1

). Тодi, кожен Pω(Y0, Y1,±∞) – розв’язок диференцiального рiвняння
(1) може бути представлений у виглядi

y(t) = πω(t)L(t), (3)

де L : [t0, ω[→ R – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

y0
0πω(t)L(t) > 0, L′(t) 6= 0 при t ∈ [t1, ω[ (t0 ≤ t1 < ω), (4)

lim
t↑ω

L(t) ∈ {0;±∞}, lim
t↑ω

πω(t)L(t) = Y0, lim
t↑ω

πω(t)L′(t)

L(t)
= 0. (5)

При цьому, у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
t↑ω

πω(t)L′′(t)

L′(t)
, (6)

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
t↑ω

πω(t)L′′(t)

L′(t)
= −1, α0L

′(t) > 0 при t ∈ [t1, ω[(t0 ≤ t1 < ω), (7)

p(t) =
α0L′(t)

|πω(t)L(t)|σ1θ1(πω(t)) · ϕ0

(
L(t)

[
1 +

πω(t)L′(t)
L(t)

]) [1 + o(1)] при t ↑ ω. (8)

Будемо говорити, що виконується умова N , якщо для деякої неперервно диферен-
цiйовної функцiї L(t) : [t0, ω[−→ R(t0 ∈ [a, ω[), яка задовольняє умови (3) -(7) та (8) ,
має мiсце зображення

p(t) =
α0L′(t)

|πω(t)L(t)|σ1θ1(πω(t)) · ϕ0

(
L(t)

[
1 +

πω(t)L′(t)
L(t)

]) [1 + r(t)],

де r(t) : [t0, ω[−→]− 1; +∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при t ↑ ω.
Для формулювання насутпної теоерми введемо позначення

µ0 = signϕ′0(y′), θ1(y) = ϕ1(y)|y|−σ1 , X(t) = L(t) · e1(t),

H(t) =
L2(t)ϕ′0 (X(t))

πω(t)L′(t)ϕ0 (X(t))
, q1(t) =

(
ϕ′0(y)

ϕ0(y)

)′
(
ϕ′0(y)

ϕ0(y)

)2

∣∣∣∣∣
y=X(t)

,

e1(t) = 1 +
πω(t)L′(t)

L(t)
, e2(t) = 2 +

πω(t)L′′(t)

L′(t)
.

Для цих функцiй, у силу (2) виконуються наступнi твердження:
1.

lim
t↑ω

e1(t) = lim
t↑ω

e2(t) = 1 lim
t↑ω

H(t) = ±∞, lim
t↑ω

q1(t) = 0,

2. якщо iснує границя

lim
t↑ω

L(t)

L′(t)
·
H′(t)

|H(t)|
3
2

,

тодi

lim
t↑ω

L(t)

L′(t)
·
H′(t)

|H(t)|
3
2

= 0.

340



Справедливою є наступна теорема

Теорема 2. Нехай σ1 6= 1, функцiя θ1 задовольняє умову S, виконується умова N
та

lim
t↑ω

πω(t)L′(t)

L(t)
|H(t)|

1
2 = γ0, 0 < γ0 <∞.

Тодi за умови
α0µ0γ0 > 0

диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну сiм’ю Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язкiв,
для кожного з яких мають мiсце наступнi асимптотичнi зображення при t ↑ ω:

y(t) = πω(t) · L(t)(1 + o(1)), (9)

y′(t) = X(t) +
ϕ0(X(t))

ϕ′0(X(t))
· |H(t)|

1
2 · o(1). (10)

Пiд час доведення результатiв рiвняння (1) шляхом спецiального перетворення
зводиться до еквiвалентної системи квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь. Грани-
чна матриця коефiцiєнтiв цiєї системи має дiйснi власнi значення рiзних знакiв, а
отже, для цiєї системи диференцiальних рiвнянь виконуються всi умови теореми 2.2
з [4]. Згiдно цiєї теореми вiдповiдна система має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв
{vi}2i=1 : [t∗,+∞[−→ R2 (t∗ ≥ t1), якi прямують до нуля при t ↑ ω. Цим розв’язкам вiд-
повiдають розв’язки y : [t∗,+∞[−→ R (t∗ ≥ t1) рiвняння (1), що допускають при t ↑ ω
асимптотичнi зображення (9)-(10). В силу виду цих зображень маємо, що отриманi
розв’язки є Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язками рiвняння (1).

1. Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L. Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications. // Cambridge university press. Cambridge.
– 1987.– 494 p.

2. Chepok, O. (2023). Asymptotic Representations of Regularly Varying
Pω(Y0, Y1, λ0)-Solutions of a Differential Equation of the Second Order Contai-
ning the Product of Different Types of Nonlinearities of the Unknown Function
and its Derivative // Journal of Mathematical Sciences. 1-14. 10.1007/s10958-
023-06576-x.

3. Evtukhov, V., Chernikova, A. (2019). Asymptotic Behavior of Slowly Varyi-
ng Solutions of Second-Order Ordinary Binomial Differential Equations wi-
th Rapidly Varying Nonlinearity.// Journal of Mathematical Sciences.– 236.
10.1007/s10958-018-4111-7.

4. Evtukhov, V.,Samoilenko, A. (2010). Conditions for the existence of solutions
of real nonautonomous systems of quasilinear differential equations vanishing
at a singular point.// Ukrainian Mathematical Journal - UKR MATH J. – 62.
P. 56-86.

5. Evtukhov, V.,Samoilenko, A. (2011). Asymptotic Representations of Soluti-
ons of Nonautonomous Ordinary Differential Equations with Regularly Varying
Nonlinearities // Differential Equations, Vol. 47, No. 5, pp. 627–649.

6. Maric V. Regular Variation and differential equations // Springer (Lecture
notes in mathematics, 1726). – 2000. – 127p.
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Положення рiвноваги нелiнiйних перiодичних
iнтегрально-диференцiальних крайових задач, не розв’язаних

вiдносно похiдної
Чуйко Сергiй, Кузьмiна Влада

chujko-slav@ukr.net
Донбаський державний педагогiчний унiверситет

Дослiджуємо задачу про побудову T – перiодичного розв’язку [1, 2, 3]

z(t) ∈ D2[a; b], z′(t) ∈ L2[a; b]

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної системи

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + Φ(t)

∫ T

0
F (z(s), z′(s), s) ds+ f(t), (1)

не розв’язаної вiдносно похiдної. Розв’язок перiодичної задачi для рiвняння (1) шука-
ємо в околi T – перiодичного розв’язку

z0(t) ∈ D2[a; b], z′0(t) ∈ L2[a; b]

породжуючої системи
z′0(t) = A(t)z0(t) + f(t).

Тут

A(t), B(t) ∈ L2
m×n[a; b] := L2[a; b]⊗ Rm×n, Φ(t) ∈ L2

m×q [a; b], f(t) ∈ L2[a; b].

Матрицю A(t) припускаємо прямокутною, або ж квадратною, але виродженою. Не-
лiнiйну функцiю Z(z, z′, t) вважаємо двiчi неперервно-диференцiйовною по z та z у
деякiй областi Ω ⊆ Rn i неперервною по t ∈ [a, b], а також неперервною за третiм
аргументом на вiдрiзку [0;T ].

Називатимемо положенням рiвноваги нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної си-
стеми (1) вектор-функцiю, яка задовольняє двом умовам [3]:

A(t)z′(t) = 0, B(t)z(t) + f(t) + Φ(t)

∫ T

0
F (z(s), z′(s), s) ds = 0. (2)

У найпростiшому випадку, за умови

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f, Φ(t) ≡ Φ− const, F (z, z′, t) ≡ Z(z, z′)

положення рiвноваги z(t) ≡ z − const нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної системи
(1) визначає рiвняння

ϕ(z) := B z + f + T ΦF (z, z′) = 0. (3)
Функцiя ϕ(z) двiчi неперервно-диференцiйовна по z в областi Ω. Для побудови iте-
рацiйної схеми {zk}, збiжної до розв’язку рiвняння (3) використовуємо узагальнений
метод Ньютона [3].

Лема. Припустимо, що для рiвняння (3) виконанi наступнi умови
1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕ(z) : Rn → Rm, двiчi неперервно-диференцiйовна в

околi точки z0, має корiнь z∗ ∈ Rn.
2. У заданому околi нульового наближення z0 мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣∣∣J+

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),

∣∣∣∣∣∣∣∣d2ϕ(ξk ; z∗ − zk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) · ||z∗ − zk||. (4)
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3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{
σ1(k)σ2(k)

2

}
Тодi за умов

PJ∗
k

= 0, Jk := ϕ′(zk) ∈ Rm×n (5)
та

θ · |z∗ − z0| < 1 (6)
для знаходження розв’язку z∗ рiвняння (3) може бути використана iтерацiйна схе-
ма

zk+1 = zk − J+
k ϕ(zk), (7)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {zk} до розв’язку z∗ рiвняння (3)
квадратична. Вектор-функцiя z∗ за умови

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f, Φ(t) ≡ Φ− const, F (z, z′, t) ≡ Z(z, z′)

є положенням рiвноваги нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної системи (1). Тут

PJ∗
k

: Rm → N(J∗k )

— ортопроектор матрицi J∗k ∈ Rn×m.

1. BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems.— Utrecht; Boston: VSP, 2004. — XIV + 317 pp.

2. SamoilenkoA.M., BoichukA.A., Krivosheya S.A. Boundary value problems for
systems of integro-differential equations with Degenerate Kernel // Ukrainian
Mathematical Journal. — 1996. — 48. — №11. — P. 1785 — 1789.

3. Chuiko S.M., Chuiko O.V., Kuzmina V.O. Nonlinear integrodifferential
boundary-value problems unsolvable with respect to the derivative // Journal
of Mathematical Sciences. — 2023. — 270. — №2. — P. 385 — 395.
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Метод декомпозицiї Адомяна у теорiї нелiнiйних
крайових задач iз запiзненням

Чуйко Сергiй, Попов Микита

chujko-slav@ukr.net
Донбаський державний педагогiчний унiверситет,
Iн-т прикл. математики i механiки НАН України

Дослiджено задачу про побудову наближень до T – перiодичного розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0, T ], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

системи диференцiальних рiвнянь з зосередженим запiзненням [1]

z′(t, ε) = A(t)z(t, ε) +B(t)z(t−∆, ε) + f(t) + εZ(z(t, ε), z(t−∆, ε), t, ε). (1)

Розв’язок перiодичної задачi для рiвняння (1) шукаємо в малому околi T – перiоди-
чного розв’язку

z0(t) ∈ C1[0, T ]

породжуючої системи

dz0/dt = A(t)z0(t) +B(t)z0(t−∆) + f(t), ∆ ∈ R1. (2)

Тут A(t), B(t) — неперервнi T− перiодичнi (n×n) – вимiрнi матрицi, f(t) — неперервна
T – перiодична вектор-функцiя, Z(z(t, ε), z(t−∆, ε), t, ε) — нелiнiйна вектор-функцiя,
аналiтична в малому околi розв’язку породжуючої задачi (2), неперервна та T – перi-
одична по t, а також аналiтична по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Як вiдомо,
у критичному випадку [2, c. 33], а саме, за наявностi T− перiодичних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr

однорiдної частини
dz0(t)/dt = A(t)z0(t) +B(t)z0(t−∆) (3)

системи (2), а у випадку сталих матриць A(t) ≡ A та B(t) ≡ B, за наявностi суто
уявних коренiв

λj = ±ikjT, i =
√
−1, j ∈ N

характеристичного рiвняння породжуюча перiодична задача для рiвняння (2) розв’я-
зна не для усiх вектор-функцiй f(t). У критичному випадку спряжена система [2, c. 30]

dy(t)/dt = −A∗(t)y(t)−B∗(t)y(t+ ∆)

має сiм’ю T – перiодичних розв’язкiв вигляду

y(t, cr) = Hr(t)cr, cr ∈ Rr.

Перiодична задача для рiвняння (2) розв’язна за умови [2, c. 33]∫ T

0
H∗r (s) f(s) ds = 0. (4)

Тут Hr(t) — (n × r) – вимiрна матриця, утворена з r− лiнiйно-незалежних T− перi-
одичних розв’язкiв спряженої системи. Припустимо умову (4) виконаною; при цьому
загальний розв’язок породжуючої T – перiодичної задачi для рiвняння (2) має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s)](t), cr ∈ Rr,

де G[f(s)](t) — деякий частинний розв’язок породжуючої T – перiодичної задачi для
рiвняння (2), Xr(t) — (n × r) – вимiрна матриця, утворена з r− линiйно-незалежних
T – перiодичних розв’язкiв системи (2). Для побудови частинного розв’язку G[f(s)](t)
породжуючої T – перiодичної задачi для рiвняння (2) за умови її розв’язностi засто-
совний метод декомпозицiї Адомяна [3].
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Лема. Припустимо, що для породжуючої перiодичної задача для рiвняння (2) має
мiсце критичний випадок i виконується умова розв’язностi (4), при цьому перiоди-
чна задача для рiвняння (2) має сiм’ю T – перiодичних розв’язкiв вигляду z0(t, cr).
Припустимо також, що T – перiодична задача для рiвняння (1) має T – перiодичний
розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий z(t, 0) = z0(t, c∗r). За цих
умов вектор c∗r ∈ Rr задовольняє рiвнянню для породжуючих амплiтуд

F (c∗r) :=

∫ T

0
H∗r (s)Z(z0(s, c∗r), z0(s−∆, c∗r), s, ε) ds = 0. (5)

Рiвняння (5) називають рiвнянням для породжуючих амплiтуд нелiнiйної перiоди-
чної крайової задачi для рiвняння (1).

1. BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems.— Utrecht; Boston: VSP, 2004. — XIV + 317 pp.

2. Митропольский Ю.А., Мартынюк Д.И. Лекции по теории колебаний си-
стем с запаздыванием. — К.: Изд-во Киев. ун-та, 1969. — 309 c.

3. Чуйко С.М., ЧуйкоО.С., ПоповМ.В. Метод декомпозицiї Адомяна у теорiї
нелiнiйних перiодичних крайових задач // Нелiнiйнi коливання. — 2022. —
25. — №4. — C. 413 — 425.
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Метод Ньютона – Канторовича у теорiї
нелiнiйних матричних рiвнянь

Чуйко Сергiй, Шевцова Катерина

chujko-slav@ukr.net, shevtsova19931993@gmail.com
Донбаський державний педагогiчний унiверситет,

Iнститут прикладної математики i механiки НАН України

Вивчення нелiнiйних матричних рiвнянь [1], зокрема, матричного алгебраїчного
рiвняння Рiккатi, пов’язане з численними застосуваннями таких рiвнянь при розв’я-
заннi матричного диференцiального рiвняння Рiккатi [2], теорiї нелiнiйних коливань,
у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi, теорiї керування та стiйкостi руху. Для знаходження
наближень до розв’язкiв нелiнiйних матричних рiвнянь у випадку невiдомої квадра-
тної матрицi застосовний метод Ньютона. Для знаходження наближень до розв’язкiв
нелiнiйних матричних рiвнянь у випадку невiдомої прямокутної матрицi нами вико-
ристовується метод Ньютона – Канторовича [3]. Нами дослiджено задачу про знахо-
дження розв’язку

Z ∈ Rα×β , α 6= β

нелiнiйного рiвняння
F (Z) = 0. (1)

Матричну функцiю F (Z) припускаємо визначеною у вiдкритiй областi D ⊂ Rα×β i
двiчi неперервно диференцiйовною по Z на множинi Ω ⊆ D ⊂ Rα×β . Використовується
оператор M[A] : Rm×n → Rm·n, як такий, що ставить у вiдповiднiсть матрицi A ∈
Rm×n вектор B :=M[A] ∈ Rm·n, утворений з n стовпцiв матрицi A, а також обернений
оператор [4, 5]

M−1[B] : Rm·n → Rm×n,
який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n.

Актуальнiсть дослiдження задачi про знаходження розв’язку нелiнiйного матри-
чного рiвняння (1) пов’язана з тим фактом, що переважна бiльшiсть дослiджень умов
розв’язностi цього рiвняння [2], передбачає рiвнiсть α = β = γ = δ. Для знаходження
наближень до розв’язкiв нелiнiйних матричних рiвнянь у випадку невiдомої квадратної
матрицi застосовний метод Ньютона [3]. Для знаходження наближень до розв’язкiв
нелiнiйних матричних рiвнянь у випадку невiдомої прямокутної матрицi нами засто-
совано метод Ньютона – Канторовича [5].

1. BoichukA.A. Criterion of the solvability of matrix equations of the Lyapunov
type // Ukrainian Mathematical Journal. — 1998. — 50. — № 8. — P. 1162 —
1169.

2. BoichukA.A. A Critical Periodic Boundary Value Problem for a Matrix Ri-
ccati Equations // Differential Equations. – 2001. – Т. 37, — № 4. – P. 464 –
471.

3. Chuiko S.M. To the generalization of the Newton-Kantorovich theorem // Vi-
snyk of V.N.Karazin Kharkiv National University. Ser. mathematics, applied
mathematics and mechanics. — 2017. — 85. — №1. — P. 62 — 68.

4. Magnus J.R., NeudeckerH. Matrix Differential Calculus with Applications in
Statistics and Econometrics, 2nd Edition. — Wiley. — 1999. — 424 pp.

5. Чуйко С.М. О решении матричных уравнений Ляпунова // Вестник Харь-
ковского национального университета iм. В.Н.Каразiна. Серия: Матема-
тика, прикладная математика и механика. — № 1120. — 2014. — C. 85 –
94.
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Асимптотика одного класу розв’язкiв неавтономного
диференцiального рiвняння третього порядку

Шарай Наталiя1, Шинкаренко Володимир2

rusnat36@gmail.com, shinkarenko.v.n@gmail.com
1Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова
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Розглянемо диференцiальне рiвняння

y′′′ = α0p(t)y| ln |y||σ , (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, σ ∈ R, p : [a, ω[−→]0,+∞[ - неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞.
Розв’язок y рiвняння (1), який заданий i вiдмiнний вiд нуля на промiжку [ty , ω[⊂

[a, ω[, будемо називати Pω(λ0)– розв’язком, якщо вiн задовольняє наступним умовам:

lim
t↑ω

y(k)(t) =

{
або 0,
або ±∞ (k = 0, 1, 2), lim

t↑ω

(y′′(t))2

y′′′(t)y′(t)
= λ0. (2)

В роботах [1 – 3] для рiвняння (1) було встановлено умови iснуванняя Pω(λ0)-
розв’язкiв у випадку, якщо λ0 ∈ R \

{
0, 1

2

}
, а також було одержано асимптотичнi зо-

браження для таких розв’язкiв та їх похiдних до другого порядку включно. При цьому
доведено теореми про кiлькiсть розв’язкiв iз знайденими асимптотичними зрображе-
ннями.

Метою даного дослiдження є встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування
у диференцiального рiвняння (1) Pω(0)– розв’зкiв, а також асимптотичного зображе-
ння при t ↑ ω для всiх таких розв’зкiв та їх похiдних до другого порядку включно.

Введемо функцiю

πω(t) =

{
t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

З леми 10.6., яку наведено у роботi [4] (Р.3,§10, pp. 143-144), безпосередньо випливає
наступне твердження

Лема. Для кожного Pω(0)– розв’язку диференцiального рiвняння (1) мають мiсце
при t ↑ ω наступнi асимптотичнi спiввiдношення

y(t) ∼ πω(t)y′(t), y′′(t) = o

(
y′(t)

πω(t)

)
. (3)

а у випадку iснування границi lim
t↑ω

πω(t)y′′′(t)
y′′(t) (скiнченної або рiвної ±∞), має мiсце

спiввiдношення y′′′(t) ∼ − y
′′(t)
πω(t)

при t ↑ ω.

Для формулювання основного результату введемо допомiжнi функцiї P1(t) =
t∫

A1

p(τ) dτ, P2(t) =

t∫
A2

P1(τ) dτ, JA(t) =
t∫
A

πω(τ)p(τ) |ln|πω(τ)||σdτ,

I(t) =
t∫
a
JA(τ) dτ, де границi iнтегрування A,A1, A2 ∈ {a, ω} обираються в залежностi

вiд збiжностi iнтегралiв.

Теорема 1. Припустимо,що iснує (скiнченна або рiвна ±∞) границя

lim
t↑ω

πω(t)J ′A(t)

JA(t)
. (4)
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Тодi диференцiальне рiвняння (1) має Pω(0)-розв’язки тодi i тiльки тодi, коли ви-
конуються умови

lim
t↑ω

πω(t)JA(t) = 0, lim
t↑ω

πω(t)J ′A(t)

JA(t)
= −1, lim

t↑ω
I(t) = ±∞, (5)

де кожен з таких розв’зкiв допускає наступнi асимптотичнi зображення при t ↑ ω :

y(t)

y′(t)
= πω(t)[1 + o(1)], (6)

ln |y′(t)| = α0I(t)[1 + o(1)] (7)

y′′(t)

y′(t)
= α0JA(t)[1 + o(1)]. (8)

Бiльш того, якщо умови (5) виконанi, тодi диференцiальне рiвняння (1) має дво-
параметричну сiм’ю розв’язкiв, яка має асимптотичнi зображення (6) − (8) при
t ↑ ω у випадках ω = +∞, та ω < +∞.
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Опiр високошвидкiсних пiдводних транспортних засобiв може бути зменшений
шляхом зменшення площi, яка змочується водою, тобто за допомогою використан-
ня суперкавiтацii [1, 2, 3]. Для отримання малих значень числа кавiтацiї при малих
швидкостях або на великих глибинах руху, використовується пiддув каверни газом
[4]. Вентиляцiя також дуже важлива в експериментах, оскiльки швидкостi в експери-
ментальних установках, як правило, набагато меншi, нiж для реальних транспортних
засобiв. Обмеженi швидкостi кавiтацiйних труб суттєво збiльшують вплив гравiтацiї на
форми i розмiри каверни. Теоретичнi та чисельнi дослiдження вентильованих каверн
вельми обмеженi. Навiть в тому випадку, коли вплив потоку газу усерединi каверни i
гравiтацiї незначнi, немає повної теорiї для форми каверни в залежностi вiд швидкостi
подачi газу, числа кавiтацiї i форми тiла, розташованого усерединi каверни.

Якщо газ рухається у вузькому каналi мiж поверхнею каверни i корпусом транс-
портного засобу, то тиск на поверхнi каверни не є постiйним i змiнює її форму в
порiвнянi з випадком парової кавiтацiї. Це складне явище дослiджувалось чисельно
з використанням рiвнянь в’язкої рiдини [5]. Використання моделi iдеальної рiдини i
теорiї тонкого тiла дозволяє отримати простi рiвняння для форми осесиметричних
вентильованих суперкаверн, якщо потiк газу мiж поверхнею каверни i тiла обертання
є одновимiрним, нев’язким i нестисливим. Ряд результатiв були отриманi в роботах
[6, 7, 8] для стацiонарного потоку рiдини без гравiтацiйних ефектiв. В роботi [9] ре-
зультати цих робiт узагальненi для нестацiонарних вертикальних потокiв в полi сили
тяжiння. Зокрема, було запропоновано рiвняння першого наближення для радiуса R(х)
стацiонарної осесиметричної вентильованої каверни

d2R2

dx2
=

σ0

ln ε
+

2kx

Fr2 ln ε
+ (1)

+∆

[
a−

1

(R2 −R2
b)2

]
,

де всi довжини є безрозмiрними (вiднесенi до радiусу каверни в її початку R0), k = 1
вiдповiдає випадку, коли напрямки потоку води на нескiнченностi i гравiтацiйного
прискорення збiгаються; k = −1 вiдповiдає випадку, коли напрямки цих векторiв про-
тилежнi. Значення параметрiв σ0, Fr, ∆ i a визначаються формулами:

σ0 =
2(p∞ − pv − p0)

ρU2
, F r =

U
√
gR0

,

∆ = −
ρgQ2

π2R4
0ρU

2 ln ε
, a =

[
1−

R2
b0

R2
0

]−2

,

де ρ густина води; U стала швидкiсть потоку води на нескiнченностi; pv -тиск во-
дяної пари при температурi навколишнього середовища; p∞ i p0 тиски, вимiрянi в
поперечному перерiзi каверни далеко в потоцi води i газi на початку каверн вiдпо-
вiдно; ρg постiйна густина газу;; Q об’ємне витрачання газу; Rb, Rb0 радiуси корпусу
в точках x i x = 0; ε малий параметр, вiдношення максимального радiуса системи
каверна-кавiтатор до його довжини.

В роботi [10] розрахованi форми форми тонких стацiонарних осесиметричних вен-
тильованих каверн для висхiдного та низхiдного потокiв води для рiзних значень чи-
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сла Фруда i радiусiв розташованих в кавернi цилiндричних корпусiв. Показано, що
вентиляцiя збiльшує розмiри каверн за конiчним кавiтатором i зменшує довжину дон-
них каверн. Коли напрямок потоку води на нескiнченностi є протилежним до сили
тяжiння, iнтенсивнiсть пiддуву не може перевищувати деяке критичне значення для
конiчних кавiтаторiв i не може бути меншою деякого значення для донних каверн.

В роботi [11] було запропоновано аналiтичнi формули для оцiнки стiйкостi тонких
осесиметричних вентильованих каверн, якi дозволяють розрахувати залежностi числа
критичної кавiтацiї вiд числа кавiтацiї пари як для диска, так i для тонких кавiтаторiв.

В даному дослiдженнi цi формули були використанi для розрахунку кривих стiй-
костi для рiзних радiусiв конiчних корпусiв, розташованих всерединi каверни, рiзних
форм кавiтатора, числа Фруда та напрямкiв навколишнього потоку. Показано, що ра-
дiус цилiндричного корпусу та сили тяжiння може суттєво вплинути на стiйкiсть вен-
тильованих каверн. Вiдповiднi залежностi рiзнi для рiзних форм кавiтатора. Показа-
но, що σ0(cr)-теоретичне достатньо мало вiдрiзняється вiд σ0(cr)-експериментального,
одержаного при дослiдженнi узагальненого рiвняння каверни.
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Застосування сервiсiв штучного iнтелекту Adobe Sensei для
задач електронної комерцiї
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Електронна комерцiя, або e-commerce, представляє собою спосiб здiйснення торго-
вельних операцiй через Iнтернет. Вона охоплює продаж товарiв i послуг, електронний
бiзнес, онлайн-торгiвлю, цифровий маркетинг i iншi аспекти, пов’язанi з електронни-
ми трансакцiями. За останнi роки електронна комерцiя збiльшила зростання обсягiв
та розширення асортименту. Вiдповiдне зростання обсягiв, спонукає до застосування
сервiсiв штучного iнтелекту, для вирiшення задач персоналiзованого маркетингу.

Персоналiзований маркетинг [1] – це практика використання даних з метою ство-
рення iндивiдуального досвiду для наявних клiєнтiв чи цiльової аудиторiї. Штучний
iнтелект та аналiтика допомагають електронним магазинам створювати персоналiзо-
ванi пропозицiї для клiєнтiв, пiдвищуючи залученiсть i конверсiю. Вони допомагають
передбачити покупковi поведiнки i рекомендувати товари.

Розглянемо продукти, якi забезпечує компанiя Adobe для застосування сервiсiв
штучного iнтелекту в галузi електронної комерцiї, а саме Adobe Commerce i Adobe
Sensei.

Adobe Commerce [2] – це платформа для створення i управлiння електронними
комерцiйними сайтами, яка базується на Magento CMS. Adobe Sensei [3] – це набiр
iнтелектуальних сервiсiв та технологiй штучного iнтелекту. Ця платформа використо-
вується для розв’язання рiзних завдань у сферах графiки, медiа, електронної комерцiї,
маркетингу та iнших областях, в яких Adobe має продукти та послуги. Adobe Sensei
включає в себе рiзнi технологiї i можливостi, такi як машинне навчання, аналiз даних,
обробка природної мови та багато iнших.

Adobe Sensei застосовується в Adobe Commerce для оптимiзацiї та полiпшення рi-
зних аспектiв електронної комерцiї. А саме:

– Персоналiзацiя контенту: Adobe Sensei може аналiзувати данi про користу-
вачiв, їхнi покупки, перегляди i поведiнку на сайтi. На основi цих даних платформа
може створювати персоналiзованi рекомендацiї для кожного користувача, що пiдвищує
конверсiю i збiльшує обсяги продажiв.

– Аналiтика i прогнозування: Adobe Sensei може аналiзувати величезнi обсяги
даних про продажi, запаси, замовлення та iншi параметри електронної комерцiї. Це
дозволяє платформi надавати користувачам цiнну iнформацiю щодо тенденцiй в їхнiх
бiзнесах i навiть прогнозувати майбутнi попити на товари.

– Оптимiзацiя процесу оформлення замовлення: Adobe Sensei допомагає
вдосконалити процес оформлення замовлення шляхом аналiзу поведiнки користувачiв
пiд час оформлення покупок. Вiн може рекомендувати оптимальнi кроки та пропону-
вати оптимiзованi шаблони для полегшення процесу оформлення замовлення.

– Управлiння запасами i доставкою: Adobe Sensei допомагає оптимiзувати
управлiння запасами, прогнозувати потреби у товарах та планувати доставку. Це до-
помагає уникнути втрат через недостачу або надмiр запасiв.

Загалом, Adobe Sensei використовується для рiзних завдань i допомагає пiдвищити
продуктивнiсть, якiсть та конкурентоспроможнiсть бiзнесу в рiзних галузях.

1. https://apix-drive.com/ua/blog/marketing/sho-take-personalizovanij-
marketing-top-5-trendiv-ta-prikladiv

2. https://business.adobe.com/solutions/commerce.html
3. https://www.adobe.com/sensei.html
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НАН України

Сучаснi тенденцiї розвитку технiки та технологiй, зокрема, щодо мiнiатюризацiї
технiчних та електронних пристроїв i потреб якiсної оцiнки їх мiцнiсних властивостей,
сприяють вiдновленню iнтересу до класичних задач механiки, постановка та мето-
ди розв’язування яких переосмислюються з урахуванням сучасних потреб. Особливу
увагу привертають задачi для тiл з концентраторами напружень, наявнiсть яких зу-
мовлена дефектами структури матерiалу або ж особливостями геометрiї тiл. До такого
класу належать задачi теорiї пружностi та термопружностi для обмежених тiл з ку-
товими точками, найпростiшими з яких є призматичнi тiла, наприклад, прямокутного
поперечного перерiзу, конусо- та клиноподiбнi елементи тощо. Попри довготривалу
iсторiю розроблення методiв аналiзу таких задач, багато з них залишаються нерозв’я-
заними, або ж побудованi розв’язки є недостатньо ефективними для сучасних теорети-
чних та прикладних застосувань. Основна складнiсть при побудовi точних аналiтичних
розв’язкiв таких задач полягає в одночасному задоволеннi вихiдних рiвнянь та повного
набору межових умов, заданих на всiх гранях дослiджуваного тiла. Остання обстави-
на суттєво обмежує можливостi побудови систем власних функцiй для вiдокремлення
змiнних у ключових рiвняннях, сформульованих для визначальних функцiй (часто у
цiй якостi використовують гармонiчнi чи бiгармонiчнi потенцiальнi функцiї). Це об-
умовлює, зокрема, нестiйкiсть побудованих розв’язкiв у кутових точках межi та iншi
ускладнення теоретичного та обчислювального характеру. Недарма сформульовану Ґ.
Ляме задачу про пружну рiвновагу куба при довiльному нормальному силовому на-
вантаженнi граней (плоским аналогом якої є задача для прямокутної областi у зрiвно-
важеному полi сил) порiвняно за складнiстю зi знаменитою задачею трьох тiл небесної
механiки i досi не розв’язано в явному виглядi.

Якщо аналiз напруженого стану не є кiнцевою метою дослiджень, а розв’язання
задач здiйснюється з метою отримати явнi залежностi компонент тензора напружень
чи вектора перемiщень вiд силових чи теплових факторiв навантаження межi тiла
для подальшого використання, наприклад для вiдтворення певних чинникiв наван-
тажень чи оптимального керування компонентами напруженого стану, використання
методу безпосереднього iнтегрування, запропонованого проф. В. М. Вiгаком [1], забез-
печує певнi переваги. Застосування цього методу ґрунтується на використаннi рiвнянь
рiвноваги в напруженнях для подання всiх компонент тензора напружень через ви-
значальнi функцiї, за якi вибрано певнi напруження чи їх лiнiйнi комбiнацiї. У такий
спосiб вдається уникнути фiзично необґрунтованого пiдвищення порядку ключових
рiвнянь для визначальних функцiй. Ефективнiсть числової реалiзацiї такого пiдходу
залежить вiд вибору визначальних функцiй, що обумовлює актуальнiсть даної роботи.

У роботi використано базовi спiввiдношення лiнiйної теорiї пружностi й термо-
пружностi та засадничу концепцiю методу безпосереднього iнтегрування [1, 2]. Для
побудови розв’язкiв отриманих ключових iнтегро-диференцiальних рiвнянь застосо-
вано аналiтично-числовий пiдхiд, основою якого є метод вiдокремлення змiнних та
розвинення заданих i шуканих функцiй у вiдповiднi ряди за побудованими повними
ортогональними системами власних та приєднаних функцiй.

Для реалiзацiї методу запропоновано способи вираження шуканих компонент тен-
зора напружень через уведенi визначальнi функцiї Вiгака (одну у випадку двовимiр-
них формулювань, три – у просторовому випадку). Отримано iнтегро-диференцiальнi
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рiвняння суцiльностi для визначальних функцiй Вiгака та вiдповiднi iнтегральнi умо-
ви, еквiвалентнi вихiдним межовим умовам для рiзних компонент тензора напружень.
Встановлено iнтегральнi умови рiвноваги для силових навантажень та умови пого-
дження межових умов у кутових точках i на гранях розглянутих тiл, необхiднi для
коректностi розв’язкiв сформульованих задач у термiнах напружень. Дослiджено поля
напружень у тiлах з кутовими точками та виявлено певнi закономiрностi їх розподiлу в
околах цих точок, впливу характеристик матерiалу та пропорцiй мiж навантаженими
сторонами i гранями.

Роботу виконано за часткової фiнансової пiдтримки спiльного польсько-українського
науково-дослiдного проєкту "Iдентифiкацiя термомеханiчних параметрiв неоднорiд-
них композитних матерiалiв та захисних покриттiв"(№ д.р. 0123U103240)

1. Калиняк Б.М., ТоковийЮ.В., Ясiнський А.В. Прямi та оберненi задачi тер-
момеханiки стосовно оптимiзацiї та iдентифiкацiї термонапруженого стану
деформiвних твердих тiл // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2016. – 59,
№ 3. – C. 28–42.

2. Tokovyy Y., Ma C.C. The direct integration method for elastic analysis of
nonhomogeneous solids. – Newcastle: Cambridge Scholars Publ., 2021. – 342 p.
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Вебдоступнiсть та її роль в освiтi
Юрiйчук Анастасiя

a.yuriychuk@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

У сучасному освiтньому контекстi тематика вебдоступностi набуває особливої ва-
жливостi. Iнклюзивна освiта, яка спрямована на створення рiвних можливостей для
всiх студентiв, незалежно вiд їхнiх потреб та обмежень, стає невiд’ємною частиною
сучасної освiтньої парадигми. Тому забезпечення доступностi освiтнiх iнформацiйних
ресурсiв, електронних пiдручникiв та мультимедiйних навчальних матерiалiв через
вебдоступнiсть вiдiграє ключову роль.

Останнi дослiдження пiдтверджують зростання зацiкавленостi до проблеми вебдо-
ступностi в закладах освiти. Ця тема дослiджується з рiзних перспектив та напрямiв.
Проблеми доступностi активно вивчаються такою органiзацiєю, як ПРООН, а також
вченими Г. Давиденко, I. Бородкiною, I. Гевко, Ю. Носенко та iн.. Зарубiжнi дослiдни-
ки, такi як О. Sawetrattanasatian, A. Parker , C. Velasco, також зробили свiй внесок у
розвиток даної теми. Всi цi вченi роблять акцент на важливостi розробки та впрова-
дження вебдоступностi для забезпечення рiвних можливостей навчання та розвитку
для всiх студентiв.

Вебдоступнiсть включає в себе рiзнi аспекти та практики, спрямованi на забезпе-
чення того, щоб вебсайти та вебресурси були доступними та використовувались рiзни-
ми користувачами, включаючи тих, у кого є фiзичнi, сенсорнi, когнiтивнi, аудiальнi
чи iншi обмеження. Вона базується на технологiчних стандартах та рекомендацiях,
розроблених Мiжнародною органiзацiєю World Wide Web Consortium (W3C). Один з
найважливiших документiв, пов’язаних iз вебдоступнiстю, це “Web Content Accessibili-
ty Guidelines” (WCAG) - Керiвництво з доступностi вебконтенту. WCAG мiстить набiр
рекомендацiй i критерiїв успiху, якi описують, як забезпечити доступнiсть вебсайтiв i
вебдодаткiв для рiзних категорiй користувачiв. Згiдно цим стандартам, вебдоступнiсть
включає чотири основнi принципи: сприймання, керованiсть, зрозумiлiсть i сумiснiсть
[1].

20 лютого 2023 року опублiкований перший авторизований переклад українською
мовою Мiжнародних настанов WCAG 2.1 [2].

Впровадження вебдоступностi в освiтнiх закладах має численнi переваги, якi по-
зитивно впливають на навчальний процес та усiх його учасникiв. Основнi з них вклю-
чають:

1. Пiдвищена ефективнiсть навчання. Доступ до вiзуальних, аудiо та iнших видiв
матерiалiв рiзних форматiв дозволяє студентам вибирати той, який найбiльше вiдпо-
вiдає їхньому способу навчання.

2. Пiдтримка студентiв з особливими потребами. Вебдоступнiсть допомагає сту-
дентам з обмеженими можливостями активно брати участь у навчальному процесi,
забезпечуючи їм необхiднi адаптивнi iнструменти.

3. Вiдповiднiсть законодавству. Багато країн мають законодавство, яке зобов’язує
освiтнi заклади забезпечити доступнiсть навчальних матерiалiв для всiх студентiв.
Дотримання вебдоступностi допомагає вiдповiдати цим вимогам.

4. Покращена репутацiя закладу. Впровадження вебдоступностi свiдчить про соцi-
альну вiдповiдальнiсть закладу освiти та його зобов’язання забезпечити рiвний доступ
до освiти.

5. Зниження бар’єрiв. Вебдоступнiсть допомагає знизити бар’єри, якi можуть ви-
никнути через технiчнi обмеження або вiдсутнiсть адаптивних засобiв.

Всi цi переваги роблять вебдоступнiсть необхiдною складовою для покращення
якостi навчання та забезпечення рiвних можливостей для всiх студентiв. Станом на
2021 рiк низка українських унiверситетiв запропонували програми та iнiцiативи, якi
втiлюють цифрову iнклюзiю [3].
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У сукупностi, вебдоступнiсть є фундаментальною складовою сучасного освiтньо-
го та цифрового середовища. Вона пiдкреслює значення врахування рiзноманiтностi
користувачiв у процесi розробки та дизайну вебресурсiв. Забезпечення вебдоступностi
впливає на залученiсть усiх в освiтнiй процес, гарантує рiвнi можливостi, сприяючи
розвитку iнклюзивної освiти та суспiльства загалом.

Забезпечення вебдоступностi в закладах освiти вимагає комплексного пiдходу та
ретельної органiзацiї, враховуючи рiзнi аспекти технiчних, органiзацiйних та педаго-
гiчних змiн.

1. Савiцький Р.С. Безбар’єрнiсть вебпорталiв освiтнiх навчальних закладiв
України. Технiчна iнженерiя. 2023. № 1 (91). С. 172-177.

2. Web Content Accessibility Guidelines (WCAG) 2.1. Авторизований перек-
лад українською мовою. URL: https://www.w3.org/Translations/WCAG21-
ua/ (дата звернення: 19.08.2023).

3. Давиденко Г. Цифрова iнклюзiя та доступнiсть: соцiальна дi-
джиталiзацiя: монографiя. Вiнниця: ТВОРИ, 2023. 240 с. URL:
https://doi.org/10.58521/978-617-552-348-3-2023-236

355



Властивостi розв’язкiв стохастичних рiвнянь у частинних
похiдних з марковськими параметрами

Юрченко Iгор, Ясинський Володимир

i.yurchenko@chnu.edu.ua, v.yasynskyy@chnu.edu.ua
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Пiсля введення поняття стохастичного диференцiала та iнтеграла, визначення силь-
ного розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння у вiдомих монографiях [1, 2]
та їх подальше розповсюдження на класи стохастичних диференцiально-функцiональних
рiвнянь [3] (див. бiблiографiю в цих роботах) стало можливим дослiдження асимпто-
тично сильного розв’язку для стохастичного диференцiального рiвняння з частинними
похiдними (СДРЧП) з урахуванням випадкових параметрiв (див. [4], [5], [6] та iн.).

Розглянемо стохастичний експеримент з базовим iмовiрнiсним простором (Ω,F , F,P) ,
F ≡ {Ft, t > 0} - фiльтрацiя, E{·} — математичне сподiвання, T ⊂ [0,∞). Простiр фун-
кцiй u (t, x, ω) : [0, T ]×R1×Ω→ R1, вимiрних за t та x з iмовiрнiстю одиниця вiдносно
σ-алгебри борелевих множин фазового простору B([0, T ],R1), для яких iснує невласний

iнтеграл
+∞∫
−∞

E{|u (t, x, ω)|2}dx <∞, позначимо MT i введемо для нього вiдповiднi нор-

ми. Позначимо через

Q (A(·), q, p) ≡
n∑
k=1

m∑
j=1

akj(t, ξ(t))q
kpj , Q (B(·), q, p) ≡

n∑
k=1

m∑
j=1

bkj(t, ξ(t))q
kpj ,

Q (C(·), q, p) ≡
n∑
k=1

m∑
j=1

ckj(t, ξ(t))q
kpj , де A(·), B(·), C(·) – матрицi розмiрностi n ×m,

що мiстять вiдповiднi беровi функцiї, якi залежать вiд t. Розглядаємо на (Ω,F , F,P)
задачу Кошi для СДРЧП вигляду

∂
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∣∣∣∣
t=0

= [Qu]0,

f(·) — берова функцiя з областю значень R1, β (ω) — випадкова величина, задана
щiльнiстю pβ (x) (або функцiєю розподiлу), ξ(t) ≡ ξ(t, ω) ∈ Y для довiльного t ≥
t0, ω ∈ Ω — стохастично неперервний феллерiв марковський процес з неперервними
справа реалiзацiями на компактному фазовому просторi Y, w (t, ω) — одновимiрний
стандартний вiнерiв процес.

Отриманi результати щодо поведiнки в середньому квадратичному сильного розв’яз-
ку даного рiвняння (див. [7] – [11]).

1. Гихман И.И., Скороход А.В. Стохастические дифференциальные уравне-
ния и их применение. – Київ: Наук. думка, 1980. – 612 с.

2. Гихман И.И., Скороход А.В. Стохастические дифференциальные уравне-
ния с частными производными. – Київ: Iн-т математики АН УРСР. – 1981.
– С.25–59.

3. Царьков Е.Ф., Ясинский В.К. Квазилинейные стохастические
дифференциально-функциональные уравнения. – Рига: Ориентир, 1992. –
301 с.
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4. Перун Г.М., Ясинський В.К. Дослiдження задачi Кошi для стохастичних
рiвнянь у частинних похiдних // Укр. мат. журн. – 1993. – Т.45, № 9. –
C.1773 – 1781.

5. Koroliuk V.S., Yurchenko I.V., Yasynskyy V.K. Asymptotics of the State Vector
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cs and Systems Analysis. – 2011. – Vol.47, №4. – P.571–585.
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Systems Analysis. – 2015. – Vol.51, №1. – P.56–63.

8. Yurchenko I.V., Yasynskyy V.K. Existence of Lyapunov–Krasovskii Functi-
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9. Lukashiv T.O., Yurchenko I.V., Yasynskyy V.K. Necessary and Sufficient
Conditions of Stability in the Quadratic Mean of Linear Stochastic Partial
Differential-Difference Equations Subject to External Perturbations of the Type
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Problem for Nonlinear Stochastic Partial Differential-Difference Equations of
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Платформи для вивчення робототехнiки в сучаснiй школi
Яшан Богдан
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Сьогодення диктує свiтову епоху розбудови iнформацiйного суспiльства, розвиток
IТ-галузi, нанотехнологiй, в якому головним ресурсом економiки стають знання, а освi-
та стає не лише головною умовою самореалiзацiї та самоактуалiзацiї особистостi, але i
важливим фактором соцiально-економiчного та духовного пiднесення держави та за-
безпечує її конкурентоспроможнiсть на свiтовiй аренi. Таким чином, система освiти
має забезпечити хорошими умовами життєдiяльнiсть громадян та виховати iнтеле-
ктуальну елiту нацiї. На сучасному етапi розвитку в США та європейських країнах
виховання iнтелектуально здiбних та обдарованих дiтей та молодi вважається одним
iз найважливiших напрямiв державної полiтики.

STEM-освiта (англiйською - Science, Technology, Engineering, Math, що в перекладi
означає наука, технологiя, iнженерiя та математика) - це низка чи послiдовнiсть курсiв
або програм навчання, яка готує учнiв до успiшного працевлаштування, до освiти пiсля
школи, вимагає рiзних i бiльш технiчно складних навичок, зокрема iз застосуванням
математичних знань i наукових понять [1].

Одним iз напрямкiв впровадження STEM-освiти є робототехнiка. Вона дозволяє
використовувати моделi, якi ми зустрiчаємо в реальному свiтi, та створювати iгрове
середовище для навчання та розвитку дiтей завдяки використанню конструкторiв.

Сьогоднi найбiльш популярними наборами для вивчення робототехнiки є плата
micro:bit та конструктор Lego Mindstorms Education EV3.

Мiкробiт (BBC micro bit або micro:bit) - компактний комп’ютер на основi однiєї
плати, розроблений з iнiцiативи BBC спiльно з великими технологiчними компанiя-
ми та навчальними органiзацiями для стимулювання прогресу у сферi iнформацiйних
технологiй та робототехнiки. За допомогою Micro Bit можна вивчати рiзнi мови про-
грамування, а також створювати роботизованi пристрої та прилади Smart House. Це
зручна iнтерактивна плата, яка має безлiч можливостей для використання та розши-
рення кругозору, у тому числi й для навчання дiтей.

Конструктор Lego Mindstorms Education EV3 це основа для початку конструюва-
ння та програмування роботiв на EV3. Мiстить все необхiдне для побудови базових
моделей популярних моделей роботiв. Може використовуватися незалежно та поєдну-
ватися з iншими наборами серiї LEGO MINDSTORMS Education.

Данi види робототехнiчних наборiв допоможуть учням розвинути здiбностi до до-
слiдницької, аналiтичної роботи, експериментування, критичного мислення, а також
розвине в учнiв вiдповiдальнiсть, терпiння, органiзованiсть, посидючiсть та iншi пози-
тивнi якостi особистостi.

Однак не кожен ЗЗСО дозволить собi покупку даних робототехнiчних наборiв. То-
му цi компанiї врахували цей момент та створили онлайн середовища для програмува-
ння та вiдтворення дiй руху роботiв без використання наборiв. Сайт https://makecode.
microbit.org/ [2] мiстить платформу, яка дозволяє учню написати код програми для
плати micro:bit, не маючи її в наявностi та побачити симуляцiю плати. На запропоно-
ванiй платформi передбачено писати код програми блоками, мовою Python та мовою
JavaScript. Сайт https://makecode.mindstorms.com/ [3] мiстить платформу, яка дозво-
ляє програмувати роботи на базi конструктора Lego Mindstorms Education EV3 та
завантажувати код на плату або також побачити симуляцiю, не маючи плати. При
роботi на платформi сайту передбачено використання блочної мови програмування та
мову JavaScript.

Таким чином, запропонованi сервiси дозволять вивчати робототехнiку всiм учням
рiзних вiкових категорiй, як за наявностi плати так i за її вiдсутностi.
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